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 پیشگفتار

هااي   مختلف، نقش بسزايي در تحليل و طراحي سازههاي  نرم افزار به کمکمروزه مدلسازي عددي ا

داده هااي متتراري کاه لاامل     به  ،. به منظور دستيابي به يک طرح مهندسي و کارآمدردژئوتكنيكي دا

ن بار  آر خاك و اثر متقابل رفتادقيق پيش بيني  اين امرلازمه و  نيازمنديم بالند ميها  و کرنشها  تنش

پيش بيني رفتار خاك در لرايط گوناگون توسته  برايرفتاري هاي  اخير مدل سالهايبالد. در  مي سازه

ايجااد  باه   منجار  کاه  دينااميكي اند. از جمله اين لرايط ميتوان به بارگذاري استاتيكي و  بسياري يافته

مانناد  يتهاي متفااو  سااختاري خااك    وضات ، لاود  ماي  الاستيک و پلاستيک در خااك  تغييرلكلهاي

مادل رفتااري    الاره نمود.افزايش يا کاهش دما تغييرا  رفتاري با و  سيمانتاسيون، رفتار غير ايزوتروپ

 بالند. مي نيز با توجه به لرايط مختلفي که براي خاك وجود دارد، متغيرمناسب 

بار   عموماا لاود   ماي  ي وارداز آنجايي که متادلا  رياضي يک مدل رفتاري که در مدلساازي عادد  

بالاد،  از مااده  ياک الماان    رفتااري تا مترف لارايط  لوند  مي هاي تنش و کرنش تتريفاساس تانسور

يابد. در اين کتاب  مي دانستن مفاهيم مربوط به تانسورها و عمليا  رياضي مربوط به آن اهميت فراواني

رفتااري   هايمادل مهمترين و لاستيسيته  مراني الود. سپس  مي ابتدا به تتريف مفاهيم مذکور پرداخته

رفتااري در خواوف فلازا  و پاس از آن     هاي  . در بحث پلاستيسيته مدللد خواهندالاستيک مترفي 

 تمامي در امروزه که پراگر-دراگرلمب و وک-موهر توان مدلهاي مي گردند. از اين جمله مي توصيف خاکها

بار مرنااي تراوري    پلاستيسايته  هاي  مدل همچنين. ودذکر نم را دارند کاربرد ژئوتكنيكي افزارهاي نرم

باه  نياز  دار  کلاهاک  هايو مادل  همانند مدل کم کلاي ، ه آنلوند سخت حالت بحراني در خاك و رفتار

 گيرند. مي بررسي قراربحث و تفويل مورد 

ماورد   تار در دهه هاي اخير مدلسازي هاي ژئاوتكنيكي در ماوارد خااف     ،علاوه بر موارد ذکر لده

توان به مدلسازي رفتار خاك هاي مخلاوط، خااك هااي     مي . از جمله اين موارداستواقع لده  پژوهش

نحاوه مدلساازي   الاره نمود. در اين کتاب  رفتار ترمومكانيكيغير الراع، خاکهاي سيمانته و مدلسازي 

 ارزياابي اك مكانيكي خا مختلف پارامتر هاي  بر ا  آنهاتاثيراين فرآيندها نيز مورد بررسي قرار گرفته و 

 گردد. مي

 گونااگون و مادلهاي رفتااري   الاستيسيته و پلاستيسيته مراحث تروري  لمولکتاب حاضر به دليل 

مقاطع کارلناسي ارلاد و دکتاري ايان    ، براي دانشجويان مورد استفاده در مسائل مهندسي ژئوتكنيک

ناد در خواوف اساتفاده از    توان ماي  نيز بالد. همچنين مهندسان طراح مي قابل استفاده و کاربرد رلته

استفاده ز مدل هاي مترفي لده ا ،سازه هاي ژئوتكنيكي مدلهاي رفتاري مناسب در طرح و آناليز عددي



 

نظارا  اسااتيد محتارم    اساتفاده از  ، در جهت بهرود کيفيت مطالب و ارتقاي هر چه بيشاتر آن  .نمايند

توانند هرگونه پيشنهاد خود را به  مي تاندوسباعث کمال افتخار خواهد بود و  و همكاران گراميدانشگاه 

 ارسال نمايند.  (hamidi@khu.ac.ir)ايميل 

 که در جمع بندي و تهيه بخشهاي مختلفي از کتاب همكار نموده اندعزيزاني از  در پايان لازم است

 و ورچيمهندس تا ان آقاياز در اين ارتراط، بويژه  و مجالي براي نام بردن از ايشان نيست قدرداني گردد.

هار چاه   ماوثر در اساتفاده    گامي. اميد است اين کتاب را داريمتشكر و قدرداني کمال  ،مهندس خزاعي

 صحيح تر از مفاهيم تروري الاستيسيته و پلاستيسيته در مسائل مهندسي ژئوتكنيک بالد.
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 ها کليات مدلسازی رفتار خاک –فصل اول 
 

 فصل اول

 

 ها کليات مدلسازی رفتار خاک

 

 

 

 
 

 : کلیات مدلسازی رفتار خاکهافصل یک

 مقدمه 1-1

همراه لده اسات.   و سيستمهاها  ش بيني ويژگيهاي رفتار سازهم مهندسي با ادراك، تحليل و پيوعل

در اين راه ناگريز از لناخت دقيق رفتار موادي هستيم که اين سيستمها با استقاده از آنها بنا لده اناد.  

ديگر مدلهاي ساده رفتااري   و به عرار  ساده سازيبر مرناي  درك رفتار واقتي مواد در قدم اول، روش

 استفادهماده واقتي رفتار پيچيده و از مدل هاي ساده لده از ها  ر تحليلبدين ترتيب که دبالد  مي مواد

توان باا تمرکاز بار مفااهيم ماورد تاکياد در ياک مسارله و کناار گذالاتن            مي بترار  ديگر گردد. مي

انتخاب نوع مادل  در واقع  .ان استفاده نمودمناسب و سازگار با مفهومي خووصيا  غير مرترط از مدل 

براي مثال يک متمار ممكن است يک ساختمان قااب   به کاربرد آن وابسته است.رفتاري در يک تحليل 

کااربري هااي مختلاف قارار داده لاده       و ، ديوارهاا يک سري از فضاها کاه در آن اساراب   فولادي را با

اسات قااب فاولادي را باراي محاساره لنگرهااي       در حالي که يک مهندس سازه ممكن  ،مدلسازي کند

  خطي مدلسازي کند.ا استفاده از يک سري المانهاي بها  خمشي در تيرها و ستون

مثاال   بتناوان  انجاام گيارد.  مواالح   يايده آل سازي خووصيا  رفتار بر مرنايتواند  مي مدلسازي

لود. در اين  مي مشاهده (الف-1-1)نمونه فولاد نرم تحت کشش ساده در لكل  رابطه تنش کرنش يک

بدون  (AB)افت ناگهاني در تنش  . در اين نقطهدهد مي نشان Aرفتار خطي اوليه را تا نقطه  OAلكل 
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در  .(BC) بااقي خواهاد ماناد   ثابات  با افازايش کارنش   نمونه تنش در  لود. سپس مي کاهش در کرنش

. با اين (CD)يابد  مي افزايش  گسيختگي لحظهتا نهايت نمونه دچار سخت لوندگي لده و تنش در آن 

اين رابطه تنش کرنش با نماودار اياده    وجود اگر بخواهيم تحليل رفتار سازه هاي فولادي را انجام دهيم

 OMجايگزين خواهد لد. در اين لكل رفتار خطي الاستيک اوليه با خاط   (ب-1-1)آل لده در لكل 

همچناين   بالا و پايين صرف نظر لاده اسات.  حد بين تنش تسليم مامدل سازي لده و از افت ناگهاني 

گردد و تغييرلكل هاي پلاستيک در يک تنش ثابت تاا   مي قسمت سخت لوندگي در کرنش نيز حذف

 .(MN)کند  مي کرنش هاي خيلي زياد ادامه پيدا

. نماودار  نماياد  مي مكانيک خاك کلاسيک از روابط تنش کرنش ايده آل لده مفهومي تري استفاده

نشاان   (2-1)در لاكل   OXYرلي در مقابل کرنش برلي براي نمونه خاك در منحناي  مرسوم تنش ب

اگر محاسرا  تنش مد نظر بالد، به دست آوردن سختي خاك تحت بارهااي سارويس    داده لده است.

قابل تتيين است. اگار محاسارا  پاياداري ماد نظار       OAدر حالت الاستيک مورد نياز است که با خط 

باعاث در هام لكساتن    مدنظر خواهد بود که راه با تغييرلكل هاي زياد آن بالد، گسيختگي خاك هم

کارنش باه   -تانش  ارترااط و لذا از اهميت رفتار اوليه خاك کاسته لاده  لود.  مي سازه هاي ژئوتكنيكي

  لود. مي مدلسازي OBCنمودار  توسط 2کاملا پلاستيک و 1صور  صلب
 

 

 سادهتحت کشش  فولاد نرمرفتار  :(6-6شکل

                                                            
1 Rigid  
2 Perfectly Plastic  
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 برش ساده شده آن حينو مدلسازی خاک رفتار واقعی  :(2-6شکل
 

 ادوتعیین قوانین رفتاری م 1-2

که با استفاده از يک فنار   دهد مي را نشاناري تک محوري ذتحت بارگ مادهاز اي  نمونه (3-1)لكل 

 بالد. مي و تغيير لكل با استفاده از رابطه زير قابل بيانلريه سازي لده است. ارتراط نيرو 

(1-1) ku Q 

 . مسالما  در ايان رابطاه پاارامتر    اسات ه دنياروي وار  Qتغيير لكل و  uسختي فنر،  kدر اين رابطه 

اندازه گيري تغيير لكل تحات ياک باار    با  خص کننده وضتيت رفتاري ماده است. مقدار آنمش سختي

بارگذاري ماده در جها  مختلف انجام گيارد،   (4-1)حال اگر مطابق لكل  .مشخص قابل محاسره است

در هر يک از جها  بر تغيير لكل ايجاد لده در جهت ديگر تاثيرگذار خواهد بود. لاذا رابطاه    واردهبار 

         لكل بوور  زير تغيير خواهد نمود: ريتغي -نيرو

(1-2)                               

3 1

1
3

1 1 1
1

2 2 2 2

33 3 3

n
n

x y z

x y z

x y z

nxn yn zn

k k k Q

k k k Qu

Qvk k k

w

Qk k k







   
   

        
   

 
   

    
 

    

 

خواهاد باود. باه     uيتناي   xبر تغيير مكان جهات   iQنشانگر ميزان تأثير نيروي  xikدر اين رابطه 

تيب  همين تر
yik  وzik نشانگر تأثير نيرو iQ   بر تغيير مكان جها,z y  يتنيv  وw باا  بالاند  مي .

در اين  [k]فتاري ديگر جها ، تتيين ماتريس ر زتوجه به تأثيرگذاري مقدار نيرو بر تغير لكل هر يک ا

 وضتيت بسيار دلوارتر خواهد بود.
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 جهات   به انجاام آزمايشاهاي بيشاتر    ماده، نياز يبا افزايش تتداد عناصر مجهول در ماتريس رفتار

دقيق تر پارامترهاي ياک  و ن مقادير آنها خواهد بود. در واقع انجام آزمايش تنها روش تتين درست يتيت

اري و تفاده بايد بطور صاحيح وضاتيت بارگاذ   است که آزمون مورد اس رابطه رفتاري است. نكته مهم آن

را لريه سازي و مدل سازي نمايد. بنابراين در خووف وضتيت بارگذاري تاک   خاكتغيير لكل نمونه 

محوري، اعمال بار و اندازه گيري تغير مكان در جهت اعمال بار، رابطه رفتاري را متين خواهد نمود. امّا 

مقادير تغيير لكل نظيار در   ،لكل سه بتدي بايد با اعمال بارگذاري در جها  مختلف در لرايط تغيير

 نظر امكان پذير گردد. ماتريس رفتاري موردعناصر تا تتيين  لدههر جهت تتيين 
 

 

 آن مدلسازی و محوری تک بارگذاری(: 3- 6شکل 

 

 
 

 بارگذاری چند محوری :(4- 6شکل 
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 کرنش   -تنش های کلیدی تحلیلنیاز  ،ن رفتاریوانیق 1-3

در  lو طاول   A ثابت در صورتيكه حالت ساده اعمال تنش تک محوري بر يک ميله با سطح مقطع

 ا مشخص خواهد نمود.ر ( مقدار تنش 3-1رابطه )نظر گرفته لود، 

(1-3)     
A

Q
  

 کرنش نظير بوور  زير تتريف در اثر اعمال اين بار،  uبه همين ترتيب در صور  ايجاد تغيير لكل 

 مي گردد:
 

(1-4)                              ε
u

 

,در اين متادلا  سه مجهول  ,u   نها در دسات اسات. لاذا    آ له برايمتاد . امّا تنها دووجود دارد

اين  تادله سوم قطتي خواهد بود.متراط تنش و کرنش به عنوان ربراي ا اضافييک متادله  تتييننياز به 

اين ارتراط  1كولكل ساده رابطه هي ماده تحت بارگذاري خواهد بود. متادله در واقع همان قانون رفتار

 دهد که منجر به تتيين تمامي مجهولا  خواهد لد. مي را در وضتيت الاستيک خطي نشان
 

(1-5)    σ  E  

حالت کلي متادلاه تتاادل    بالد. در مي (Eه )پارامتر رفتاري موجود در اين رابطه، ضريب الاستيسيت

 گردد: مي المان ماده در لرايط بارگذاري سه بتدي به صور  زير بيان يبرا
 

(1-6) ,σ F 0ij j i  

اسات. همينطاور    jت به جهات  نسور تنش و علامت کاما بيانگر مشتق آن نسرتا ijدر اين رابطه 

iF  در جهت نيروهاي خارجي اعمال لده برآيندi توان استنراط نماود   مي خواهد بود. به همين ترتيب

. رابطاه  تانسور تنش و ساه متادلاه تتاادل خواهاد باود      از درايه هاي ن رابطه حاوي لش مجهوليکه ا

 بالد. مي ه فرم کلي نيز قابل بياندر يک ماده بنيز ر لكل يتغي -کرنش

(1-7)      ij i, j j,i

1
ε u u

2
 

 
 

خواهد بود. ايان رابطاه حااوي ناه      iتغيير مكان نظير جهت  iuتانسور کرنش و  ijدر اين رابطه 

 مربوط به تانسور کرنشمورد آن مجهول که لش 
ij  ديگار مرباوط باه تغييار لاكل       موردو سهiu 

  لش متادله مستقل براي حل در اختيار قرار خواهد داد. ،همچنين اين رابطه بالد. مي ،است

                                                            
1 Hooke’s Law 
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باه  بالاد.   ماي  ه متادله مستقل( لامل پانزده مجهول و ن7-1( و )6-1بدين ترتيب مجموع دو متادله )

مد کاه از رابطاه   د آنلش متادله لازم از قانون رفتاري بدست خواهري تک محوري، امانند لرايط بارگذ

 گردد: مي زير حاصل

(1-8) ij ijk kC  ε  

 

در اين رابطه 
ijklC  تاري ماده است. اين ارتراط لش متادله مستقل در اختيار قارار  رف قانونبيانگر

خواهد داد ولي لامل مجهول جديدي نيست. در مجموع پانزده متادله و پاانزده مجهاول موجاود حال     

لازوم دسترساي باه قاانون رفتااري از      بدين ترتيب و مقادير تنش و کرنش حاصل خواهند گرديد.  لده

گردد. با توجه به حضور انديس هاي متتدد در روابط مارترط   يم توضيحا  ذکر لده به وضوح مشخص

  گردد. مي ارائهمرور و ها  با قوانين رفتاري در فول بتد قوانين مرترط با انديس
 
 

 

 



 

 مبانی حساب تانسورها –فصل دوم 

 

 دومفصل 

 

 مبانی حساب تانسورها

 

 

 

 

 

 فصل دوم: مبانی حساب تانسورها-2

 مقدمه -2-1

 اضي و کاربرد آنهاا در مهندساي، باه کارا  از کميتهاايي باه ناام تانساورها اساتفاده         در مراحث ري

مورد استفاده در  رياضيا  گردد. در واقع تانسورها به منظور بيان هر چه بهتر مفاهيم و فرمولاسيون مي

مرتره  يهابالند. بردارها تانسور مي روند. اعداد و اسكالرها تانسور از مرتره صفر مي مسائل مهندسي بكار

تانسورهايي از مرتره دوم هستند. تانساورهاي از مرتراه باالاتر نمااد رياضاي لاناخته       ها  اول و ماتريس

هاا   گيرند. در کاربرد تانسورها، انديس مي اي مثل موارد قرل ندارند ولي در روابط مورد استفاده قرار لده

اساتفاده از آنهاا در    جهات  تانساورها  سپس وها  به تتريف انواع انديس بنابراين ابتدانقش اساسي دارند. 

 لود. مي مسائل مدلسازي رفتاري خاکها پرداخته

 ها اندیس -2-2

 توان به صور  زير نولت: مي جمله را nيک دنراله بوور  مجموع 

(2-1(                                                       1 1 2 2 n nS a x a x a x   
1 1

n n

i i j j

i j

S a x a x
 

    
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توان عرار  اولياه را باه صاور      مي j و يا  iلود با استفاده از انديس هاي  مي همانطور که مشاهده

لاوند کاه در    ماي  متمولا به دو دسته انديس آزاد و موهومي تقسيمها  اختواري بازنويسي نمود. انديس

 گيرند. مي اين قسمت مورد الاره قرار

3موهومیاندیس -9-9-3
 

دوبار تكارار لاده بالاد. باه عناوان نموناه        ،انديس موهومي انديسي است که در يک جمله عرار 

 ( انديس موهومي خواهند بود. در مورد انديس هاي موهاومي 1-2ذکر لده در رابطه ) jو  iانديس هاي 

د اناديس موهاومي در ياک    در صور  وجاو  2جمعتوان از قانون جمع استفاده نمود. بر اساس قانون  مي

با توجه به وجود سه محور اصلي در دساتگاه   عرار  امكان بسط آن بوور  مجموع جملا  وجود دارد.

گردد.  مي تا سه جمله محدود نظريه خميري، جمعمتمولا در کاربردهاي مدلسازي و مختوا  دکارتي، 

 بدين ترتيب خواهيم دالت:

(2-2)                                      
1 1 2 2 3 3i i j jS a x a x a x a x a x     

 توان نولت: مي همچنين

(2-3)                                      
3 3

11 1 1 12 2 13 1 3

1

1

1

  ij i ij i j

i j

jS a x a x x a x x a x x a xx x
 

      

 21 2 1 22 2 2 23 2 3 31 3 1 32 3 2 33 3 3a x x a x x a x x a x x a x x a x x     

جمله خاواهيم دالات. بتناوان مثاال      3nانديس موهومي در عرار ،  nدر صور  وجود بطور کلي 

 عرار :

(2-3)     
3 3 3

1 1 1

                         ijk i j k ijk i j k

i j k

a x x x a x x x
  

   

 بالد. مي جمله 27لامل 

1اندیس آزاد-9-9-9
 

نامناد.   مي اگر انديس در تمامي جملا  يک عرار  فقط يک بار تكرار لده بالد، آن را انديس آزاد

 انديس موهومي است. mانديس آزاد و  iرار  زير، به عنوان مثال در ع

(2-4)                                                                  i im mx a x  

                                                            
1 Dummy Index  
2 Summation  rule 

3 Free index  
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 بالد: مي بسط اين عرار  بوور  زير

1 11 1 12 2 13 3     x a x a x a x    

2 21 1 22 2 23 3     x a x a x a x    

3 31 1 32 2 33 3     x a x a x a x    

 انديس موهومي است: jانديس آزاد و  iبه همين ترتيب در عرار  زير، 

 0i i j ja b c d  

  1 1 1 1 2 2 3 3 0a b c d c dd c    

(2-5)  2 2 1 1 2 2 3 3 0a b c d c dd c    

  3 3 1 1 2 2 3 3 0a b c d c dd c    

 متادله نتيجه خواهد لد. 3mانديس آزاد وجود دالته بالد،  mاي  ر در رابطهتذکر: اگ

انديس موهومي است. لذا  mانديس هاي آزاد هستند در حاليكه  jو  iبه عنوان مثال در عرار  زير، 
23 9  13متادله و هر متادله لامل 3 .جمله خواهد بود 

(2-6) ij im jmT A A 

 
11 1 1 11 11 12 12 13 13m mT A A A A A A A A   

 
12 1 2 11 21 12 22 13 23m mT A A A A A A A A    

 
13 1 3 11 31 12 32 13 33m mT A A A A A A A A    

 فاقد تتريف هستند. kو jانديس آزاد امّا  iهمچنين در عرار  زير 

(2-7)                                                                    ij ikT T 

 1دلتای کرونکر-2-3

رد و به يگ مي قراراستفاده  تروري پلاستيسيته موردنماد دلتاي کرونكر نيز به کراّ  در فرمولاسيون 

 لود: مي قرار ذيل تتريف

(2-8   ) 
1

δ
0

ij

i j

i j


 


 

 توان نولت: مي با توجه به اين تتريف
 

11 22 33δ δ δ 1   

 
12 13 21 31 23 32δ δ δ δ δ δ 0      

                                                            
1 kronecker Delta  
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

δ δ δ 1 0 0

δ δ δ 0 1 0

δ δ δ 0 0 1

   
   


   
     

 

 
ii 11 22 33δ δ δ +δ+ 3  

 
1 11 1 12 2 13 3 1 m ma a a a a       

 
2 2m ma a  

 
3 3m ma a  

 توان گفت: مي به عرار  ديگر

(2-9) im m i
a a  

 گردد. مي غيرمشترك جايگزين انديس انديس مشترك حذف و ،يتني در ضرب دلتاي کرونكر

1 1  m mj jT T  

  im mj ijT T  

  mi mj ijT T  

  ij jm im   

    i n nmj im j    
 باا  zو  yو   xنظيار محورهااي    ، بردارهااي يكّاه متتاماد   دکاارتي  دستگاه مختوا  دردر صورتيكه 

3 2 1, e eو e    ،نولت: توان مي در خووف ضرب داخلي دو بردارنمايش داده لوند 

(2-11) 

   

. 

. . .

i j i j

i i j j i j i j i j ij i

ij

ia b a e b e a b e

e e e e

e a b

cos

a b





  

   
 

 1نشان جابجایی-2-4

 زيار تترياف  بهواور    1، 2، 3 فارم  نسارت باه   ijkبسته به تتداد جابجايي انجام لده در ترکياب  

 گردد: مي

(2-11)  
      

1          

-1           

 0         







 



ijk

 
 

                                                            
1 Permutation Symbol 

j 

i k 

 زوج

 فرد

 نه زوج نه فرد
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(2-12) ijk jki kij    

(2-13) ijk jik   

(2-14) 
iik 0  

3بردارهاي يكه متتامدضرب خارجي در خووف بر اين اساس  2 1, e eو e  توان نولت: مي 

(2-15) 
ijk   i j ke e e  

(2-16) 
jki    j k ie e e   

(2-17) 
1 2 123 3 3     e e e e     

(2-18) 
3 2 321 1 1            e e e e    

 توان نولت: مي به همين ترتيب

(2-19)      i i j j i j i j i j ijk ka b a e b e a b e e a b e      

 بالد: مي ارتراط نشان جابجايي با دلتاي کرونكر بوور  زير قابل اثرا  تذکر:

(2-21) ijm   klm   ik   j i jk       

 از نماد اندیس ها استفادهعملیاتی با  -2-5

 جابجایی -9-3-3

 را دالته باليم:              ذيلفرض کنيد دو متادله 

(2-21) i im m

i in n

a v b

b v c





 

         توان نولت: مي در عرار  دوم mبا  iبا جابجايي انديس 

   i m  
(2-22)   m mn n i im mn nb v c a v v c 

وجود دالته بالاد وگرناه ممكان اسات     ها  نرايد انديس جديد، قرلا  در جملهها  در جابجايي انديس

 منجر به تغيير نوع انديس گردد.
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 ضرب -9-3-9

 :بالد مي نيز با روابط زير قابل تتريفجملا  ضرب 

(2-23                                               ) m m

m m

p a b

q c d




 
 ترديل نمود، آنگاه: jرا به  mتوان  ها مي جابجايي انديسبا در ابتدا 

(2-24                                )   m m j j m m j jpq a b c d a b c d  

با اين هدف انجام لد که در هر جمله يک انديس بيش از دو باار تكارار   ها  در واقع جابجايي انديس

 .نگردددار  ه و تتريف انديس موهومي خدلهنشد

 فاکتورگیری-9-3-1

 گيرد. مي انجامها  فاکتورگيري و امكان انجام آن از محاسرا  مهّمي است که با استفاده از انديس

 لود که عرار  زير وجود دالته بالد: يم فرض

(2-25)   0ij j iT n n  

 زير جايگزين نمود: با مقداردر جمله دوم را  inمي توان

(2-26) ij  i jn n 

(2-27) ij    0ij j jT n n                   

(2-28)                                                         ij   0ij jT n                       

 3انقباض-9-3-1

 امكاان  و کاهش جملا  است. مسلمّا اين عمال در صاور    انديس يكي نمودن دو انقراض به متني

بتنوان نمونه زماني که قود داريم مجموع عناصر قطري يک تانسور  تساوي دو انديس مجاز خواهد بود.

 از مرتره دو )ماتريس( را محاسره نماييم.

(2-29) ij ij ijλθδ 2μT E  

(2-31)  332211232 EEEET iiiiii   

 

                                                            
1 Contraction  
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 تانسورها-2-6

بتنوان توانند فضاي محاسرا  را تغيير دهند.  مي هستند کهخطي يا ترديل هايي ها  تانسورها مردل

باه   xکه فضاي مربوط به محاسرا  را از مجموعه متغيرهااي   بالد مي يک ترديل Aدر رابطه زير مثال 

 :دهد مي انتقال zمجموعه متغيرهاي 

(2-31)                                   Ax z 

2هر دو بردار اختياري و به ازاي Tحال اگر براي مردل  1,a a و اسكالر ،    لروط زيار ارضاا گردناد ،

 :لود مي يک تانسور ناميدهآن ترديل يک ترديل خطي و آن مردل 

(2-32)  
 

1 2 1 2

1 1               

T a a Ta Ta

T a Ta 

   



 

 مولفه های تانسور-9-0-3

3در صورتيكه 2 1, e eو e :مولفه هاي بردار يكّه در امتداد محورهاي مختوا  بالند 

(2-34)   
1 1 2 2 3 3       i ia a e a e a e a e    

 
1 1. a e a 

 
2 2. a e a 

 
3 3. a e a 

 گيرد: مي در خووف عملكرد تانسورها بر بردارها، عملكرد زير بتنوان يک تتريف مدنظر قرار

(2-35)   . i j ije Te T  

 
1 1 11. e Te T 

 
2 3 23. e Te T 

 
3 1 31. e Te T 

 لود: مي در حساب تانسورها در نظر گرفته نيززير  با توجه به رابطه فوق، متادله

(2-36)   j mj mTe T e 

 
1 11 1 2 311 21 3     m mT e T eTe T e T e    

 
2 2 3212 1 22 2 3     m mTe T e T e T e T e    

 
3 3 13 1 2 33 323     m mT e T eTe T e T e    

         
د را محاسره نماي مي آن ترديلاي  ه تووير آينهه هر بردار مختوا  را ب(: تانسور ترديل ک1-2مثال )

 .نماييد
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 ( در نظار گرفتاه لاود   1-2مختواا  دکاارتي بار اسااس لاكل )     يكه بردارهاي اي  اگر تووير آينه

 توان نولت: مي

1 1 1 11 1 2 311 12 3             Me e M e M e M e M e e       

2 2 2 1 221 3222 3 2              Me e M e M e M e M e e      

3 3 3 113 23 2 33 3 3           Me e Me M e M e M e e      

 

1 0 0

 0 1 0

 0 0 1

M

 
 

 
 
  

 

 

 مختصات ها یکهبردارای  تصویر آینه): 6-2 شکل

 

 جمع تانسورها-9-0-3

را نتيجاه  قطتا  ياک تانساور   گردد. جمع تانسورها نيز  مي بر اساس رابطه زير تتريفجمع دو تانسور 

 .دادخواهد 

(2-37)      .i jij
T S e T S e  

 

 . . i j i je Te e Se  

 
ij ijT S  

(2-38)        T S T S            
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 و همچنين:

(2-39)           a T a S aT S       

    T a S a   

     T a S a  
  T S a  

 1یا باز 9، تانسوری3کحاصلضرب دایادی-9-0-9

هر برداري  وگردد  مي بتنوان يک ترديل تتريف ab بوور  bو aحاصلضرب داياديک بردارهاي

 نمايد: مي ترديلبه بردار ديگري را بوور  زير  cچون

(2-41)         .   ab c a b c 

 حاصل ضرب داياديک دو بردار يک تانسور را نتيجه خواهد داد.

(2-41)           . . .ab c d a b c d a b c b d            
   

 

        . .a b c a b d ab c ab d       

 بالند: مي اعضاي تانسور حاصلضرب داياديک به قرار زير

(2-42)        . . . .  i j i j i j
ij

ab e ab e e a b e e ab         
  .j i i jb e a a b 
 1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2 1 2 3

33 1 3 2 3 3

  

( )   (     ) 

  

a b a b a b a

ab a b a b a b a b b b

aa b a b a b

   
  

    
      

 
   1 1 2 3

1 0 0 0 0 0

0 0 0                      0 0 1

0 0 0 0 0 0

e e e e

   
   

 
   
       

        11 1 1 12 1 2 13 1 3 33 3 3    T T e e T e e T e e T e e     
(2-43)    ij i jT eT e 

                                                            
1 Dyadic product  
2 Tensor product  
3 Open product    
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     حاصلضرب دو تانسور-9-0-9

به عنوان ترديل زير مترفي لاده و خاود ياک     STو  TSصور   در آن ،دو تانسور بالند Sو  Tاگر 

 بالند. مي تانسور

(2-44)      TS a T Sa 

(2-45)      ST a S Ta 

(2-46)                . . .i j i j i mj m im mjij
TS e TS e e T Se e T S e T S     




  
 

 توان ثابت نمود: مي به همين ترتيب

(2-47)   ( )ij im mjST S T 

(2-48)   ST TS 

حاول ياک محاور     91در خلاف جهت عقربه هاي ساعت به اناداز     (: يک جسم صلب2-2مثال )

 فرض کنيد.  3eنمايد. تانسور دوران را محاسره نمايد. محور دوران را مي دوران

 

 بردارهای یکه در دستگاه مختصات دکارتی تحت دوران( 2-2 شکل

 

1 2 11 1 21 2 31 3Re e R e R e R e    

2 1 12 1 22 2 32 3Re e R e R e R e        
3 3 13 1 2 323 3 3Re e R e R e R e    

 

0 1 0

    1 0 0

0 0 1

R

 
 

  
 
  



 36  تانسورها حساب مبانی – دوم فصل

 به همان صور  دوران نمايد داريم: 1eحال اگر جسم مجددا  اين بار حول 

 
1 1Se e 

 

2 3

1 0 0

                     0 0 1

0 1 0

Se e S

 
 

   
 
  

 

 
3 2Se e  

 
   

0 1 0

0 0 1

1 0 0

S Ra SR a a

 
 

  
 
  

 

 
   

0 0 1

1 0 0

0 1 0

R Sa RS a a

 
 

  
 
  

 

 حاصلضرب اسکالر تانسورها-9-0-1

 حاصلضرب اسكالر دو تانسور به دو فرم زير قابل تتريف است:

(2-49)   : ij ijT V T V 

(2-51)   .. ij jiT V T V 

 یک تانسور 3ترانسپوز-9-0-1

 نمايد: مي لود و لرط زير را برآورده مي نشان داده  TTبا Tثل ترانسپوز يک تانسور م

(2-51)      . . Ta Tb b T a 

 ترانسپوز يک تانسور خود يک تانسور خواهد بود.لازم به ذکر است که 

 در نظر گرفته لوند داريم: jeو  ieبه ترتيب ab,اگر

(2-52)      . .   T T
i j j i ij jie Te e T e T T   

 بالد. مي اين رابطه به متناي عوض کردن جاي سطر و ستون جهت تتيين ترانسپوز تانسور

 نمود که رابطه زير برقرار است:اثرا  توان  مي همچنين

                                                            
1 Transpose  
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(2-53)    
T T TST T S 

 3انسور متعامدت-9-0-3

 نمايد. مي ترديلي است که طي آن هر بردار طول و زاويه خود را حفظ

(2-54)   Qa a 

(2-55)              cos , cos ,a b Qa Qb 

(2-56)   . .Qa Qb a b           

(2-57)     . . TQa Qb b Q Qa 

(2-58)    . . Ta b b Q Qa           

(2-59)   . 0   T Tb I Q Q a Q Q I     
         

 توان ثابت نمود که ترانسپوز يک تانسور متتامد خود يک تانسور متتامد است. مي

(2-61) T TQ Q QQ I  

 به همين ترتيب خواهيم دالت:

(2-61)  T T
im mj im mj mi mjijij

ijQ Q WQ W Q Q Q IQ Q        

 ن:و همچني

(2-62)    
2

1      1 1T TQ Q I Q Q Q Q          
 

مااتريس   ان و انتكااس را ناام بارد. دترميناان    توان ترديلهاي دور مي در خووف تانسورهاي متتامد

 بالد. مي (-1+( و تانسور انتكاس )1دوران )

 مولفه های تانسور در دستگاه مختصات تبدیل یافته-9-0-0

در مختوا  Tاگر تانسور 
je , ie  و فرم ترديل يافته آن در مختوا, ,j iT e e  ،در نظر گرفته لود 

 توان نولت: مي

(2-63) . ij i jT e Te 

                                                            
1 Orthogonal transformation  
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(2-64) . ij i jT e Te  

(2-65)  . . mi m nj n mi nj m n mi nj mnQ e T Q e Q Q e Te Q Q TT     

(2-66) 
11 12 13 11 21 31 11 12 13 11 12 13

21 22 23 12 22 32 21 22 23 21 22 23

13 23 33 31 32 33 31 32 3331 32 33

T T T Q Q Q T T T Q Q Q

T T T Q Q Q T T T Q Q Q

Q Q Q T T T Q Q QT T T

         
                 
                 

          

(2-67)       
T

T Q T Q                            

حاول   ieاز دوران  ie بدسات آورياد در صاورتيكه      ieرا در مختواا   T(: تانساور  3-2مثال )

 بدست آمده بالد.     91ساعت به ميزان  در  خلاف جهت عقربه هاي 3eمحور

  

0 1 0

T 1 2 0

0 0 1

 
 


 
  

 

 1 11 1 21 2 31 3          Q e Q e Q ee    1 2  e e                    

  i
2 1 2 12 1 22 2 32 3

0 1 0

               Q e Q       e Q e 1 0   0

0 0 1

mi me Q e
e e e Q

 
         

 
 




 

 

 13 1 23 2 33 33          Q e Q e Q ee     33  e e                    

 

0 1 0 1 0 0 1 0 2 1 0

  1 0 0 1 2 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

0

0 0 1 0 0 1

T

        
                     
              

 

 9و پادمتقارن 3تانسورهای متقارن-9-0-7

 نمايند. به عراار  ديگار   نمي در تانسور متقارن، اعضا نسرت به تغيير جايگاه سطري با ستوني تغيير

 توان نولت: مي

(2-68)            ( )T T
ij ij jiT T T T T   

 بنابراين: .هد بوددرايه نظير ستوني آن خوا قرينهدر تانسور پادمتقارن، هر درايه سطري 

                                                            
1 Symmetric  
2 Anti-symmetric  
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(2-69) TT T  

(2-71) 11 22 33           0 ij jiT T T T T     

)توان بوور  مجموع دو تانسور متقارن مي را Tهر تانسور  )STنامتقارنو( )AT :نولت 

(2-71) S AT T T  

 اريم:در اين رابطه د

(2-72)  
1

2

S TT T T  

(2-73)  
1

2

A TT T T  

 3بردار دوگان-9-0-9

 توان نولت: مي وجود دارد که Atگردد که براي هر تانسور پادمتقارن برداري مانند مي ثابت

(2-74) ATa t a  

 3بردارهای ویژهو  2مقادیر ویژه-2-7

 بالند. مي Tيک مقدار ويژه تانسور   يک بردار ويژه و a اگر رابطه زير برقرار بالد،

(2-75) b Ta a  
 توان نولت: مي همچنين در اينوور 

(2-76)    T a Ta a a       

 ارهاي يک جهت ثابت است.بنابراين مقدار ويژه براي تمامي برد

 ،بردارهاا و ضامنا  تماامي    1باراي هماه جهاا     آن تانسور واحد بالد، مقادار وياژه    Iهمچنين اگر 

 آن بالند. بردار ويژه دتوانن مي

(2-77) Ia a 

حاد را  با توجه به آنكه مقدار ويژه براي تمام بردارهاي يک جهت ثابت است، بردار ويژه باه طاول وا  

 گيريم: مي ملاك محاسرا  در نظر

                                                            
1 Dual vector  
2 Eigen values  
3 Eigen vectors  
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(2-78) 1
2 2 2 2
1 2 3       &       ( ) 1i in e       

 توان نولت: مي همچنين

(2-79) Tn n In   

(2-81)   0T I n                

(2-81) 
j jn e                

(2-82)   0    0j j j j jT I e Te Ie          

 گردد: مي ضرب داخلي ieطرفين رابطه در

(2-83)                                           . . 0j i j i je Te e Ie      

(2-84)   0j ij ijT I      

(2-85)   0j ij ijT      

(2-86)  1 11 2 12 3 13  0T T T        

(2-87)  1 21 2 22 3 23 0T T T       

(2-88)  1 31 2 32 3 33 0T T T       

 لازم است: ،براي آنكه دستگاه جواب غير صفر دالته بالد

(2-89) 0T I  

(2-91) 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

T T T

T T T

T T T









 



 

 

21 صورتيكه در يک تانسور، رد :(4-2مثال ) 31 0T T 11نماييد  بالد ثابتT  1مقادار وياژه وe   باردار
 است. Tويژه 

 
1 11 1 21 2 31 3Te T e T e T e   
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1 11 1 11 1                 &    aTe T e T e                 

 (: مقادير ويژه و بردارهاي ويژه تانسور زير را محاسره نماييد.5-2مثال )
 

 

2 0 0 2 0 0

0 3 4         0 3 4 0   

0 4 3 0 4 3

T







 
 

    
 
    

 

     1 2 32 3 3 16 0        2 , 5  ,  5                  

1

1

3

2 3 1

12

0 0 0

2  0 1 4 0     

0 4 5
                                                             4 0          1    

                                           

0

              

0



 


 





   
  

     
     

   



2 3 2 3

2 2 2

1 2 3

     4 5 0         0

                                                             1

   

  

    

   

1 1  n e        

 2 1 2 3 2 2 3

2 1 1
5   0                                     2

5 5 5
n e e          

 

 3 1 2 3 3 2 3

1 2 1
5   0                                    2

5 5 5
n e e          

 

1نامتغیرهای-2-8
 یک تانسور  

 لوند: مي از رابطه زير محاسره Tمقادير ويژه تانسور 

(2-91)    1 2 30        0ij ijT             
 

 گردد: مي با فرم زير Tتانسور  اين متادله منجر به متادله مشخوه

(2-92) 
3 2

1 2 3 0I I I      

 

                                                            
1 Invariants   
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 لوند: مي نامتغيرهاي تانسور بوده و از روابط زير محاسره I3و  I1 ،I2 در اين متادله

(2-93)  1 11 22 33 iiI T T T T Tr T     

 قطري است. يا همان مجموع عناصر  traceنامتغير اول 

(2-94)  22 23 11 1311 12

2

32 33 31 3321 22

1

2
ii jj ij ji

T T T TT T
I T T T T

T T T TT T
     

(2-95) 

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

T T T

I T T T

T T T

 

آيد. يتني اگار ساه جهات اصالي باه       مي در ترديل نسرت به جها  اصلي خود به فرم زير در Tتانسور 

در آن مختوا  بدست آيد باه لاكل زيار     Tعنوان مختوا  ترديل يافته در نظر گرفته لده و تانسور 

 هد بود:خوا

(2-96)  
1

2

3

0 0

0 0

0 0

T







 
 


 
   

 بوور  زير نيز بيان نمود: را توان سه نامتغير مي بدين ترتيب

(2-97) 1 1 2 3I      

(2-98) 2 1 2 2 3 1 3I         

(2-99) 3 1 2 3I    

 محاسره نماييد: تانسور زير را متادله مشخوه(: نامتغيرها و 6-2مثال )

  

2 0 0

0 3 4

0 4 3

T

 
 


 
  

 

 1 2 3 3 2I     

        2 2 3 0 3 3 4 4 2 3 0 25I               

   3 2 3 3 4 4 50I         

 3 2
1 2 32 25 50 0           5   ,  2   , 5                          
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 عملیات ریاضی بر روی تانسورها -2-9

 بالند: مي امعمليا  مختلف رياضي به لكل زير بر تانسورها قابل انج

(2-111) 
   

 
0

T t t T tlimdT

tdt t

  

  

 

(2-111)  
d dT dS

T S
dt dt dt

   

(2-112)   
 

 
d td dT

t T T t
dt dt dt


   

(2-113)  
d dT dS

TS S T
dt dt dt

  

(2-114)  
d dT da

Ta a T
dt dt dt

  

(2-115)   ( )T Td dT
T

dt dt
 

(2-116)  . . .
d da db

a b b a
dt dt dt

  

(2-117)  
d da db

a b b a
dt dt dt

     
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 مفصل دو اتتمرین

 حاصل ضرب عرار  برداري زير را بدست آوريد. -1

DCB


).(  

 بالد، نشان دهيد: مي 3x3يک ماتريس  [A]با فرض اينكه ماتريس  -2

1 2 3 1 2 3ijk i j k ijk i j k
A A A A A A A   

 نشان دهيد که: -3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

ijk j j j

k k k

  

   

  

 

 نشان دهيد که: -4

rst ijk ri sj tk ijk ir js kt
A A A A A A A    

 عرار  زير را اثرا  کنيد: -5

ip iq ir

ijk pqr jp jq jr

kp kq kr

  

    

  

 

 

 





 

 ها و تانسور کرنشتغيير شکل –فصل سوم 

 

 سومفصل 

 

 ها و تانسور کرنشتغييرشکل

 

 

 
 

 مقدمه -3-1

. تتيين دادتغيير لكل خواهد  ،قرار گيرد ي خارجياز نيروهااي  جسم تحت تاثير مجموعه کهوقتي 

کلاي رولاهاي    لكلها در آناليزهاي رايج در مهندسي ژئوتكنياک اهميات بسازايي دارناد. بطاور     تغيير 

 لوند. مي وجود دارد که در ذيل ارائه مختلفي جهت بيان کرنش

 تعاریف مختلف کرنش -3-2

لاود.   ماي  نظار گرفتاه   تتاريف مختلف آن وضتيت يک بتدي در وبراي سهولت در درك مفهوم کرنش 

  در نظر گرفته لود. پس از اعمال نيروي محوري به آن، طاول ميلاه باه   0ميله نازك به طول اوليه

 يابد. مي افزايش

3کوشیتعریف کرنش -1-9-3
 

 بالد. مي در اين تتريف تغيير طول به طول اوليه ملاك تتريف کرنش

(3-1) 0

0

c


 

 

                                                            
1 Cauchy  
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 3گرینتعریف کرنش -1-9-9

لود نسرتي از ميانگين تغيير  مي بالد. همانطور که ديده مي تتريف کرنش در اين حالت به قرار زير

 در تتريف قرلي ضرب لده است.به طول اوليه ميله طول 

(3-2) 
2 2

0 0 0

2
0 00

22

g
    

    
  

 

 9آلمانسیتعریف کرنش  -1-9-1

 بالد. مي گرينلريه به تتريف کرنش رابطه آن تقريرا و  بر مرناي طول ثانويه ميله بودهاين تتريف 

(3-3) 
2 2

0 0 0

2 22

a
    

    
  

 

لود در دو تتريف اول ملاك محاسره کرنش وضتيت اوليه و تغييار لاكل    مي همانطور که مشاهده

 يافته ميله است. ، وضتيت تغيير لكلبالد. ولي در تتريف سوم ملاك تتريف کرنش مي نيافته

 3تانسور کرنش-3-3

 گردد: مي تانسور کرنش با رابطه زير تتريف

(3-4) 1
.

2

ji
ij

j i i j

u u uu

x x x x

 
   

   
     

 

 ،بالد که به دليل تقاارن آن  مي مولفه 9تانسور کرنش لامل  دهد، مي طور که اين رابطه نشانهمان

غيرخطاي باوده کاه در     جملا موجود در رابطه نشانگر يابد. به علاوه جمله سوم  مي مولفه کاهش 6به 

باا عناوان غيرخطاي     5وجود دارند. اين ترمها نوعي از لرايط غيرخطي بودن 4لرايط تغيير لكل بزرگ

بالد در صورتيكه مسرله  مي و ااده متفمنمايند که با غير خطي بودن رفتار  مي را ايجاد 6بودن هندسي

 لد، اين ترم حذف خواهد لد.متطوف به تغيير مكانهاي کوچک با

 و به قرار زير هستند:بوده   7مولفه مربوط به کرنشهاي محوري 3مولفه ذکر لده،  6 از

(3-5) 1 1 1
11

1 1 1

1

2

u u u

x x x


   
   

   
 

                                                            
1 Green  
2 Almansi  
3 Strain Tensor  
4 Large deformation  
5 Geometrical non-linearity  
6 Material non-linearity  
7 Axial strains 
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تاوان   مي بالند که مي اي تغيير لكل سيستممولفه ه 3uو  2u و 1u دقت گردد که در اين رابطه

توان آنها را  مي نشانگر محورهاي مختوا  بوده که 3xو  2xو  1xنشان داد. همچنين w,v,u با آنها را

  نمايش داد. لذا خواهيم دالت: z,y,x نيز با

(3-6) 
11 1

u

x
 


 


 

(3-7) 22 2

v

y
 


 


 

(3-8) 
33 3

w

z
 


 


 

 آيند: مي همچنين سه مولفه کرنش برلي نيز به ترتيب ذيل به دست

(3-9) 1 2
12

2 1

1

2

u u

x x


  
  

  
 

 توان آن را به صور  زير نولت: مي که

(3-11) 12 21

1 u v

2 y x
 

  
   

  
 

 همين ترتيب خواهيم دالت: به

(3-11) 23 32

1 v w

2 yz
 

  
   

  
 

(3-12) 13 31

1 u w

2 z x
 

  
   

  
 

 تانسور دوران-3-4

 بالند: مي مولفه بوده و به قرار زير 6، تانسور دوران داراي همانند تانسور کرنش

(3-13) ij

1

2

ji

j i

uu

x x


 
  

   

 

 که اين تانسور پادمتقارن بوده و سه مولفاه قطاري آن صافر   لود  مي با توجه به اين رابطه مشخص

 بالند. مي

(3-14) 
11 22 33 0    

 توان نولت: مي در خووف سه مولفه ديگر

(3-15) 12 21

1 u v

2 y x
 

  
    

  
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 (3-16)  
 

23 32

1 v w

2 z y
 

  
    

  
 

(3-17) 13 31

1 u w

2 z x
 

  
    

   
 

12 13 23, ,    به ترتيب دوران در صفحا, , xy xz yz       ياا باه ترتياب حاول محورهااي, ,z y x را

 دهند. مي نشان

 نامتغیرهای تانسور کرنش-3-5

 ه مشخواه آن را تتياين  تادلا همانطور که در فول قرل ذکر گرديد، نامتغيرهاي يک تانسور، فارم م 

 بالد: مي زير از قرارف تانسور کرنش، فرم متادله کنند. در خوو مي

(3-18) 3 2
1ε 2 3εI ε I ε I 0     

3εدر اين متادله 2 1εI ,I , I  بالند. مي ، سه نامتغير تانسور کرنش 

 وابط زير قابل محاسره هستند:راين نامتغيرها از 

(3-19) 
1ε 11 22 33I ii       

(3-21) 22 23 11 1311 12

2

23 33 13 3312 22

I 

    

    
   

(3-21) 3 ijI   

امكان تتريف مختور اين نامتغيرها و همچنين ارترااط آنهاا باا مفااهيم      Traceبا استفاده از تتريف 

براي سه نامتغير ماذکور  ها  تتريفسته دوم بدين ترتيب دو مكانيكي ماده وجود خواهد دالت. فيزيكي 

 بالد: مي به قرار زير

(3-22)  1ε 1 ii 11 22 33I I ε ε tr        

(3-23)  2 2
2ε 2 ij ji 1 2

1 1 1
I I ε ε ( ) 2

2 2 2
tr I I      

(3-24)  3 3
3ε 3 ik   km    mi   1 1 2 3

1 1 1
I I ε ε ε ( ) 3 3

3 3 3
tr I I I I         

بالاد.   مي دهد ارتراط بين دو دسته مذکور توسط روابطي قابل محاسره مي همانطور که روابط نشان

کاه ناامتغير اول تانساور     گاردد  مي مشخص ،ويژگيهاي ماده با به عنوان اولين ارتراط فيزيكي نامتغيرها

و عادم امكاان تغييار    شاده  نخواهد بود. بديهي است در لرايط زهكشاي   1کرنش، همان کرنش حجمي

 نامتغير اول تانسور کرنش صفر خواهد بود.حجم خاك، 

 

                                                            
1 Volumetric strain  
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 (: نامتغيرهاي دسته اول و دوم را براي تانسور کرنشي زير محاسره نماييد:1-3مثال )
 

 
2

5 2 2

2 1 1 10

2 1 0

ij


 
 


 
 



 

 

نامتغير اول 1I  : 

   2 2
1 11 22 33 5 1 0 10 4 10I               

دوم نامتغير 2I  : 

 22 23 11 1311 12

2

23 33 13 3312 22

I 

    

    
   

 45 2 1 1 5 2

2 1 1 0 2 0
10

 
    



 
 

 2 2 2 45 1 (2) 1 0 (1) 5 0 (2) 10            
 

 414 10   
نامتغير سوم 3I : 

 6
3

5 2 2

2 1 1 10

2 1 0

I 
  

 
       65 1 0 1 1 2 2 0 1 2 2 2 1 2 1 10                
 67 10  

محاسره نامتغير اول 1I: 

     2 2
1 5 1 0 10 4 10I tr         

 

محاسره نامتغير دوم 2I: 

  اسره نمود:توان به دو روش مح مي نامتغير دوم را

 گردد: مي در روش اول از ارتراط آن با نامتغيرهاي دسته اول استفاده
 

    2 2 2 4 4
2 1 2

1 1
2 (4 10 ) 2 14 10 22 10

2 2
I I I 

           
 
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 استفاده نماييم: Traceروش دوم آنست که از مفهوم 

 

 

 

2 4 4
2

4 4

5 2 2 5 2 2 33 10 12
1 1 1

2 1 1 2 1 1 10 10 6 3 10
2 2 2

2 1 0 2 1 0 12 3 5

1
33 6 5 10 22 10

2

I tr tr tr  

 

     
     

      
     
          

     

 

محاسره نامتغير سوم 3I: 

 لود. در روش اول خواهيم دالت: مي محاسره اين نامتغير نيز به دو روش

 

 

  

3
3 1 1 2 3

2 3 2 4 6 6

1
3 3

3

1
(4 10 ) 3 4 10 14 10 3 7 10 84.33 10

3

I I I I I   

    

  

            
 

 

 گردد: مي استفاده Traceدر روش دوم از مفهوم 

 
6

3

33 10 12 5 2 2
1

10 6 3 2 1 1 10
3

12 3 5 2 1 0

I tr 

   
   

  
   
      

 

 
6

76 26

209 68 76
1

68 17 26 10
3

27

tr 

 
 

 
 
  

 

   6 61
209 17 27 10 84.33 10

3

       

 تانسور کرنش 1تجزیه-3-6

 تجزيه نمود: بخشاز رابطه زير به دو با استفاده  توان مي را تانسور کرنش

(3-25) 
ij ij kk ij

1
E ε δ

3
   

kkو  2تانسور کرنش انحرافي ijEدر اين رابطه  ij

1
ε δ

3
 بالند.  مي 3تانسور کرنش حجمي 

(3-26) 
ij ij kk ij

1
E ε δ

3
  

(3-27) 
kk ij ij ij

1
ε δ E

3
  

                                                            
1 Decomposition  
2 Deviatoric strain tensor  
3 Volumetric strain tensor  
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 بالد. بترارتي: مي تانسور کرنش انحرافي صفر Traceدهد که  مي دقت در روابط نشان

(3-28) 
ii kk ii kk

3
1

E ε ε 0
3

    iiii   

بنابراين ويژگي تانسور کرنش انحرافي آن است که مجموع عناصر قطري آن صفر هستند. در خووف 

 توان نولت: مي تانسور کرنش حجمي نيز

  kk ij 1 ij 1 ij 11 ij 22 ij 33 ij

1 1 1 1
ε δ δ δ δ δ δ

3 3 3 3
I I         

(3-29)  11 22 33 ij

1
ε δ

3
    

توان نتيجه گرفت عناصر غيرقطري تانسور کرنشي حجمي که در  مي با توجه به تتريف دلتاي کرونكر

iآنها j مقداري برابر صفر دارند. در صورتيكه در عناصر قطري که i j  است مقداري

برابر 11 22 33

1
ε

3
   .خواهند دالت. لذا مجموع عناصر قطري برابر کرنش حجمي خواهد بود 

 نامتغیرهای تانسور کرنش انحرافی-1-0-3

 لود. مي با توجه به اهميت تانسور کرنشي انحرافي به بحث در خووف نامتغيرهاي آن پرداخته

 نامتغیر اول تانسور کرنش انحرافی-1-0-3-3

 بالد. مي در قسمت قرل ذکر گرديد نامتغير اول اين تانسور صفر همانطور که

(3-31)  1E 1DI I 0tr E  
 
 

 نامتغیر دوم تانسور کرنش انحرافی-1-0-3-9

 نامتغير دوم تانسور کرنش انحرافي توسط رابطه زير قابل محاسره است:
 

(3-31) 
2 2

2 1 1
2 2D ij ji 2ε 2

1 1
I I ( ) E E I  

2 2 6 6
E

I I
tr E I       

 

 با استفاده از قوانين توصايف لاده باراي تانساورها در فوال قرال قابال اثراا          عمده روابط ارائه لده

 بالند. مي

ير بار  انحرافي بكار رفته است. مقادار ايان ناامتغ    براي نشان دادن تانسور کرنش Dدر روابط بالا انديس 

 بالد: مي از قرار زير حسب مولفه هاي تانسور کرنش

(3-32) 2 2 2 2 2 2 2
2D 11 22 33 12 23 13

1
I 2 2 2 3( )

2 3

v     
 

       
 
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 ا به عرار  ديگر:و ي

(3-33) 2 2 2 2 2 2
2D 11 22 22 33 11 33 12 23 13

1
I ( ) ( ) ( )       

6
                   

11 در روابط بالا 22 33v       نمايانگر کرنشي حجمي خواهد بود. 

نشاان  octلود که باا  مي استفاده 1در مفاهيم مهندسي غالرا  از پارامتري به نام کرنش برلي اکتاهدرال

 نشاان داده لاده در لاكل     2بر صفحه اکتاهادرال  قع اين پارامتر تووير بردار کرنشالود. در و مي داده

بوده و با هار ساه محاور     3است که عمود بر نيمساز فضايياي  بالد. صفحه اکتاهدرال صفحه مي (3-1)

 دهد. مي زاويه مساوي تشكيل

 

 باشد می که بر آن عمود نيمساز فضایی و صفحه اکتاهدرال(: 6-3 شکل

 

 بالد: مي قابل محاسره برحسب مولفه هاي تانسور کرنشمقدار کرنش اکتاهدرال 

(3-34) 
2 2 2 2 2 2 2

11 22 22 33 11 33 12 23 13

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

9 3
oct                       

 

 گردد. مي با توجه به رابطه فوق کرنش اکتاهدرال توسط متادله زير با نامتغير دوم کرنش انحرافي مرترط

(3-35) 2
2D

3
I

2
oct 

 

 وم تانسور کرنش انحرافیسنامتغیر -1-0-3-1

         گردند: مي نامتغير سوم تانسور کرنشي نيز با استفاده از روابط زير بيان
 

                                                            
1 Octahedral shear strain  
2 Octahedral plane  
3 Space diagonal  
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(3-36) 3
3E 3D

1 1
I I ( )    

3 3
ik km mitr E E E E  

 

 
3 3

3ε 1ε 2ε 1ε 3 1 2 1

2 2 2 2
I I I ( I ) I I I I

3 27 3 27
      

 

 ه نمايياد. خاطرنشاان  (: تانسور کرنش انحرافي، حجمي و نامتغيرهاي تانساور اول را محاسار  2-3مثال )

 بالند: مي لود که از مثال اول سه نامتغير زير مشخص مي
 

2 4 6
1 2 3I 4 10          ; 22 10 ;         84.33 10I I        

2 1
ij ij ij

5 2 2
I

2 1 1 10         E ε  δ
3

2 1 0

ij


 
 

    
 
  

 

 

0.05 0.02 0.02 1 0 0
1

0.02 0.01 0.01 0.04 0 1 0
3

0.02 0.01 0 0 0 1

   
   

  
   
      

 

2

3.67 2 2

2 1

2 1 1.

2.33 10

33



 
 

  
 
  

 

 

      بالد بترارتي:  مي لود نامتغير اول تانسور مذکور صفر مي همانطور که مشاهده

1D 1EI I 0  

2 2
4 41

2D 2

I
I I (22 ) 10 19.33 10

6 6

4         

2 2 2 2 2 2 2
2D 11 22 33 12 23 13

1 1
I tr(E) 2 2 2

2 2
E E E E E E         

2 2 2 2 2 4 41
3.67 2.33 1.33 2 2 2 1 2 2 10 19.33 10

2

               

 و همچنين نامتغير سوم به دو روش زير قابل محاسره است:
 

3 3 6
3D 3 1 2 1

2 2 2 2
I I I I I 84.33 4 22 4 10

3 27 3 27

 
          

 
 

630.53 10  

 توان نولت: مي Traceو يا با استفاده از مفهوم 

3
3DI t

1

3
r(E) 
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 6 6

38.69 38.71
1 1

38.69 14.57 19.32 10 101.47 14.57 4.7 10
3 3

38.71 19.32

101 4

4.7

. 7

tr  

 
 

      
 
  

 

630.53 10  

 1کرنش های اصلی-3-7

 :دهد مي ير مكان و کرنشها را نشانرابطه زير ارتراط ميان تغي

(3-37)  ij jijidu da   
 

طول المان تغييرلكل يافته است. با تقسيم طرفين بر اندازه بردار طول جزء  jdaدر اين رابطه

 و با فرض صفر بودن تانسور دوران daالمان
ij توان نولت: مي 

(3-38) ji
ij    i ijε     ε ε  

da da
j

dadu
   

 توان نولت: مي بالند، بدين ترتيب مي هاي هادي المان بردار کسينوس jدر اين رابطه 

(3-39) ijε   i j  

 المان مطابق لكل زير وجود ندارد.جهت و بردار  لزامي بر هم جهت بودن بردار کرنشبايد توجه دالت هيچ ا

 
 (6114 2)دسای و سيریواردان ن آن با المانبردار کرنش و عدم الزام به هم جهت بود :(2-3شکل

                                                            
1 Principal strain 

2 Desai and Siriwardane  
1 principal directions 
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 هم جهت باا وضاتيت اولياه الماان     يافت که در خووف آنها بردار کرنشتوان جهاتي را  مي امّا همواره

تاوان   ماي  بالد. با توجه به اين خووصيت مي تانسور کرنشي متروف 1بالند. اين جها  به جها  اصلي

 نولت:

(3-41) i i ijε λ λ  δ j  

 توان نولت: مي (38-3با جايگذاري از )

(3-41) ij ij(ε λ  δ ) 0j  

 توان نولت: مي و يا به فرم ماتريسي

(3-42)      λ I 0    

(3-43)    
T

1 2 3              

 گردد: مي بسط جرري اين رابطه به سه متادله زير ترديل

(3-43-a)                                   11 1 12 2 13 3 0       

(3-43-b                                 )    12 1 22 2 23 3 0       

(3-43-c                                   )  13 1 23 2 33 3 0       
 

ادله نياز به متمولا  براي حل دستگاه و تتيين جها  اصلي با توجه به صفر بودن سمت راست سه مت

 بالد: مي که از قرار زير يک متادله اضافي است

(3-44) 2 2 2
1 2 31        1i i      

بايد  3تا  1 با توجه به آنكه سمت راست هر سه متادله صفر بوده، براي جلوگيري از صفر لدن

 لرط زير برقرار بالد.

(3-45) 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

ε λ ε ε

ε ε λ ε 0

ε ε ε λ



 



 

 

 بالد. مي انسورخواهد لد که همان متادله مشخوه ت λاين لرط به يک متادله درجه سوم بر حسب 
 

(3-46) 3 2
1ε 2 3ελ I λ I λ I 0    

 

كتاه  بالاند. ن  مي ، ريشه هاي متادله مشخوه تانسور1لود که مقادير ويژه مي بدين ترتيب مشخص

به مختواتي که سه محور آن سه باردار وياژه تانساور هساتند تراديل       کرنشآنكه در صورتيكه تانسور 

 گردد به فرم زير ترديل خواهد لد.

                                                            
1 principal values 
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(3-47) 
1

ij 2

3

ε 0 0

ε 0 ε 0

0 0 ε

 
 


 
  

 

 

 و وساطي کارنش   2اصلي حاداقل  ش، کوچكترين، کرن1بزرگترين عنور قطري کرنش اصلي حداکثر

 خواهند بود. 3مياني اصلي

 جها  مربوطه را براي تانسور کرنشي زير حساب کنيد. : کرنشهاي اصلي و3-3مثال 

 
2

ij

3 0

ε 1 3

1

0 10

0 0 1



 
 

 
 
  

 

 مي توان نولت:

2
1ε 7 10I   

      4 4
2ε 9 1 3 0 3 0 10 14 10I             

6
3ε 8 10I   

کرنش گردد. توجه لود چون همه عناصر تانسور  مي بدين ترتيب متادله مشخوه از قرار زير حاصل

 گردد. مي را دارند از محاسرا  حذف 210ضريب 
 

    3 2ε 7ε 14ε 8 0         ε 1 ε 4 ε 2 0          ε 4,2,1          
 

خواهاد   2  و کرنش اصالي ميااني،   1، کرنش اصلي حداقل، 4در اين مقادير، کرنش اصلي حداکثر، 

 لوند: مي بوطه محاسرهلوند. حال جها  اصلي مر مي ضرب 210بود که همگي در 

 جهت کرنش اصلي حداکثر -الف

2
1 4 10          

 
 

1 2 3

1 2

1 2 3

3 4 0  0
               

1 3 4 0 0

    
 

    

 

 1 2 3 30  0   1 4 0             0      

 از طرفي داريم:

 
2 2 2 2
1 2 3 1 1 2

1 1
1        2 1                  &      

2 2
          

                                                            
1 Major principal strain  
2 Minor principal strain  
3 Intermediate principal strain  
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 لوند: مي اصلي مربوط به کرنش حداکثر از قرار زير حاصل امتداددر  جهت بدين ترتيب دو

 1 2 3

1 1
                                            0

2 2
   

 1 2 3

1 1
                                            0

2 2
     

 حالت اصلي مرترط با کرنش حداقل -ب

2
3 1.0 10          

 
 

1 2 3

1 2

1 2 3

3 1 0 0
             0

3 1 0 0

    
  

    

 

 1 2 30  0   1 1 0    
 

 مكي طول واحد باردار هاادي حسااب   با متادله ک 3گذارد لذا نمي در اختياراي  متادله سوم نتيجه

 لود. مي

 3 1  

 لوند: مي اصلي مربوط به کرنش اصلي حداقل محاسره امتداد در جهتبدين ترتيب دو 
 

 1 2 30                          0          1    

 1 2 30                          0          1    

 ط به کرنش ميانيجها  اصلي مربو -پ
 2

2 2.0 10          

 
 

1 2 3

1 2

1 2 3

3 2 0 0
            

  3 2 0 0

    
  

    

 

 1 2 3 30  0  1 2 0           0          

1 2

1 1
                                               

2 2
    

 

 :بالند مي اصلي مياني از قرار زيرلذا دو امتداد منطرق بر جهت مربوط به کرنش 
 

1 2 3

1 1
                                            0

2 2
    

1 2 3

1 1
                                          0

2 2
    
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توان يک سيساتم مختواا  جدياد باه      مي اول از امتدادها ثرت و دستهمبا در نظر گرفتن علاما  

 لرح زير تشكيل داد.

1 2 3                                                                x x x 

1                         

1 1
                                   0

2 2
major x  

2               

1 1
                          0

2 2
Intermediate x   

3                                  0              0             1 Minor x  
 

جدياد تانساور   فارم   امكان محاسره، ترديل ماتريسبا قرار دادن بردارهاي مذکور به فرم ستوني در 

 است وجود دارد: تانسور کرنش جها  اصليمحورهاي آن منطرق بر  کرنش در سيستم مختواتي که

 ij

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

0 0 1

a

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

  به صور  زير خواهد بود: يافته تانسور کرنش در مختوا  جديد فرم ترديل

(3-48)    ij im jn mna a   

 ان نولت:تو مي ي نيزدر فرم ماتريس همچنين

(3-49)       
T

ε εa a  

 
2 2

1 1 1 1
0 0

2 2 2 2
3 1 0 4 0 0

1 1 1 1
0 1 3 0 0 10 0 2 0 10

2 2 2 2
0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1

 

   
   
      
      

           
         
   
   
   

 

  

گردد ماتريس حاصله در مختوا  جديد يک ماتريس قطري است کاه عناصار    مي همانطور که مشخص

قطري آن کرنش هاي اصلي هستند، توجه لود که ترتيب قرارگيري کرنشهاي اصلي در اين ماتريس از 

يست بلكه بستگي به آن دارد که جها  اصلي مربوطاه باه چاه ترتيراي در مااتريس      بزرگ به کوچک ن

انتقال a .قرار گرفته اند 
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 تانسور کرنش برای برخی از حالات خاص تغییر شکل-3-8

برخي از لرايط خاف تغيير لكل که در آزمايشهاي ژئوتكنيک نيز کاربرد دارند ماورد توجاه بيشاتري    

 گردد. مي نظير برخي از اين مودهاي متروف ارائه ار دارند. در اينجا تانسور کرنشرق
 

 تک محوریکرنش شرایط  -1-9-3

اي  به وسايله  وجود دالته بالد وجهت امكان تغييرلكل لرايط کرنش تک محوري يتني فقط در يک 

 رايط بواور  زيار  نظيار باراي ايان لا     ديگر جلوگيري نمود. تانساور کارنش   از ايجاد کرنش در جها 

 بالد: مي

(3-51) 
11 1

ij

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 



   
   

 
   
      

 

 هیدرواستاتیک شرایط کرنش -1-9-9

انحرافي وجود نخواهد دالت و جسام تنهاا کارنش حجماي را تجرباه       در اين وضتيت هيچگونه کرنش

 خواهد نمود. لذا تانسور کرنش مربوطه به لكل زير است:

(3-51) 
11 1

ij 11 1

11 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

  

 

   
   

 
   
      

 

 1سه محوریکرنش شرایط  -1-9-1

لاود. مكتاب    ماي  در اين لرايط مقادير مختلف کرنش بوور  مستقل در هر يک از سه جهات اعماال  

 دهد. مي لكل زير اين وضع را بهتر نشان

(3-52) 
11 1

ij 22 2

33 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

  

 

   
   

 
   
      

 

 

                                                            
1 Triaxial  
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 کرنش و تغييرشکل سه محوری :(3-3شکل 

 

، دو مولفه از سه مولفه با يكديگر برابرند. 1رايط کرنش استوانه ايدر لرايط خاصي از اين حالت با نام ل

 توان نولت: مي لذا

(3-53) 
11 1

ij 22 2

22 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

  

 

   
   

 
   
      

 

9شرایط برش ساده -1-9-1
 

را تجربه نخواهاد   رنشهاي برلي بوده و هيچگونه کرنش حجميدر اين وضتيت المان تنها تحت تاثير ک

 نمود.

(3-54) 
12

ij 12

0 0

0 0

0 0 0



 

 
 


 
  

 

 

 شرایط برش ساده و عدم تغيير حجم المان :(4-3شکل

                                                            
1 Clyndrical state of strain 
2 Simple shear 
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 ومفصل سات تمرین

متغيرهاي کرنش و متادله مشخوه را براي تانسور کرنش زير که حالت کرنش در يک نقطه از نا -1

 دهد، محاسره کنيد. مي محيط متخلخل را نشان

310

945

4126

568
























ij  

ي اول و دوم تانسور کرنش بالند ثابت نماييد نامتغير دوم تانساور  نامتغيرها I2و  I1درصورتيكه  -2

 از رابطه ذيل قابل محاسره است. (I2D)کرنش انحرافي 

6

2

1
22

I
II D   

 

 





 

 نيروها و تانسور تنش –فصل چهارم 

 

 چهارمفصل 

 

 نيروها و تانسور تنش

 

 

 
 

 

 مقدمه-4-1

 داده لده است. هر مولفه به صور  زير قابال تترياف   ( نشان 1-4تنش در لكل )هاي تانسور  مولفه

 مي بالد:

(4-1) ij

0

σ
j

i

i

F
lim

A

A

 
  

  

 

روي  Fjاسات کاه نياروي     iسطح مقطع عمود بر جهت  Aiو  jمولفه نيرو در جهت  Fjدر اين رابطه 

 نمايد. مي آن تاثير
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 المان خاک درها  وضعيت تنش :(6-4 شکل

 

انيک جامدا ، تنشهاي فشاري مثرت و تنشاهاي کششاي باا علامات     در مكانيک خاك برخلاف مك

 توان نولت: مي در غياب ممان هاي داخلي، تانسور تنش متقارن بوده و لوند. مي منفي در نظر گرفته

(4-2) ij jiσ σ  

 توان نولت: مي بدين ترتيب

12 21σ σ  

13 31σ σ  

23 32σ σ  

 نامتغیرهای تانسور تنش-4-2

تاوان باه دو روش تترياف نماود. متادلاه       ماي  به مانند تانسور کرنش، نامتغيرهاي تانساور تانش را  

مشخوه تانسور تنش 
ij گردد: مي به صور  زير ارائه 

(4-3) 3 2
1σ 2σ 3σI σ I σ I 0      

 توان نولت: مي رابطهدر اين 

(4-4) 
1σ ii 11 22 33I σ σ σ σ     
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(4-5) 22 23 11 1311 12

2σ

23 33 13 3312 22

σ σ σ σσ σ
I

σ σ σ σσ σ
    

(4-6) 3σ ijI σ  

بالند. روش ديگر جهت تترياف نامتغيرهااي    مي نامتغيرهاي تانسور تنش I3و  I1 ،I2سه پارامتر 

 بالد: مي تانسور تنش بوور  زير

(4-7)  1 1 11 22 33 1iiI J tr I             

(4-8)  2 2
2 2 1 2

1 1 1
( ) 2

2 2 2
ij jiI J tr I I          

(4-9)  3 3
3 3 1 1 2 3

1 1 1
( ) 3 3

3 3 3
ik km miI J tr I I I I             

 را براي تانسور تنش زير محاسره نماييد:  J3و  J1 ،J2( نامتغيرهاي 1-4مثال )

 2

3 1 0

1 2 2      /

0 2 4

ij kN m

 
 

 
 
  

  

 2
1 3 2 4 9  /mmJ kN m      

      
2

2 2 2
2 1 2

1 1
2 9 2 5 4 12 19.5    /

2 2
J I I kN m         

         
3

3 3 2
3 1 1 2 3

1 1
3 3 9 3 9 21 3 8 62   /

3 3
J I I I I kN m         

 

 تجزیه تانسور تنش-4-3

و تانساور تانش هيدوراساتاتيک تجزياه      انحرافيتنش مي توان تانسور تنش را به دو بخش تانسور 

 کرد.

(4-11) 
 

1

3
ij ij nn ijS   

  
 

11 12 13 11 12 13 /3

21 22 23 21 22 23 /3

31 32 33 31 32 33 /3

0 0

0 0

0 0

nn

nn

nn

S

S

S

     

     

     

     
     

 
     
          

  

 
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     S P    (4-11) 

 

تيک قطااااري بااااوده و عناصاااار قطاااار آن مساااااوي و براباااار تانسااااور تاااانش هيدرواسااااتا

11 22 33

3 3

nn p
    

 
 مي 

تاوان گفات کاه     ماي  نياز  انحرافيتنش بالند. در خووف تانسور 

 بالد. مي برابر صفر (trace)مجموع عناصر قطري آن 

(4-12) 1

3
ij ij nn ijS      

(4-13) 1
    0

3
ii ii nn ii ii nnS           

 های تانسور تنش انحرافینامتغیر-4-4

 :بالد. بنابراين مي نامتغير اول تانسور تنش انحرافي برابر صفر

(4-14) 
11 22 33  0iiS S S S     

 

 لود و از قرار زير است: مي نمايش داده J2Dنامتغير دوم تانسور تنش انحرافي با 
 

 
 

2

2 2

1 1

2 2
D S ij ijJ I S S tr S    

 1

2 3 3

mm mm
ij ij ij ij

 
   
  

    
  

  

 2
1

  2    
2 3 9

mm mm
ij ij ij ij ij ij

 
     
 

    
 

  

(4-15) 
2 2 2

1
2 2

3 6 6

mm mm J
J J

 
      

 

 توان نولت: مي محاسره نماييم 1را بر اساس نگارش ماتريسي J2Dدر صورتيكه بخواهيم 
 

11 12 13 11 12 13

2 12 22 23 12 22 23

13 23 33 13 23 33

1

2
D

S S S S S S

J tr S S S S S S

S S S S S S

  
  

   
  
  

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 12 13 12 22 23 13 23 33

1

2
S S S S S S S S S            

                                                            
1 Matrix notation  
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2 2 2 2 2 2
11 22 33 12 23 13

1
( ) ( ) ( )  2  2  2 

2
p p p S S S              

12با توجه به اينكه  12S   ،23 23S   13و 13S  توان نولت: مي بالد مي 

2 2 2 2 2 2 2
2 11 22 33 12 23 13

1
  2 2 2 3

2
DJ p               

با جايگذاري مقدار 
3

iip


 :خواهيم دالت 

2 2 2 2 2 2
11 22 22 33 11 33 12 23 13

1
( ) ( ) ( )

6
                    

 توان نولت: مي بر اساس تنشهاي اصلي

(4-16) 2 2 2
2 1 2 2 3 1 3

1
( ) ( ) ( )

6
DJ               

 

 توان نولت: مي (J2)با توجه به تتريف نامتغير دوم تانسور تنش 
2
1

2 2
6

J
DJ J   

 محاساره گردياد.  ( 15-4از متادلاه )  1که مشابه همان مقداري است که بر اساس نگاارش انديساي  

وجيه مناساب مكاانيكي آنهاا را    توان ت مي حسن روش دوم تتريف نامتغيرهاي تانسور تنش آن است که

ذکر نمود. در واقع نامتغير اول تانسور تنش انحرافي همان کرنش حجمي است که قطتا باراي وضاتيت   

تنش محوري اضافي خالص بدون فشار هيدرواساتاتيک صافر خواهاد باود. ناامتغير دوم تانساور تانش        

مارترط دانسات. تانش     2لي اکتاهادرال توان به يک پارامتر موثر ديگر به نام تنش بر مي انحرافي را نيز

 گردد: مي ابطه زير تتريفربرلي اکتاهدرال بر اساس 
 

     
2 222 2 2 2

oct 11 22 22 33 11 33 12 23 13

1 2
( ) ( ) ( )

9 3
                      

  

 توان نولت: مي بنابراين بر اساس تنشهاي اصلي

(4-17) 2 2 2 2
oct 1 2 2 3 1 3

1
( ) ( ) ( )

9
               

 دهد: مي نشان 17-4و  16-4مقايسه روابط 

(4-18) 2
2 oct

3

2
DJ   

                                                            
1 Index notation  
2 Octahedral shear stress  
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است کاه  اي  بالد. صفحه اکتاهدرال صفحه مي 1مولفه بردار تنش بر صفحه اکتاهدرال octدر واقع 

 خواهد بود. 2دهد و در واقع عمود بر نيمساز فضايي مي با هر سه محور مختوا  زواياي مساوي تشكيل

 گردد: مي امتغير سوم تانسور تنش انحرافي نيز به روش زير محاسرهن
 

 
3

3 3

1 1
     

3 3
D S ij jm miJ I S S S tr S    

 
1 1 11

3 3 3 3
ij ij jm jm mi mi

J J J
     
   

      
   

  

 
1

1

1 2
 (        

3 3 3
ij jm mi ij ij im im

J
J         

 2 3
2 1 1
1

J J2
 J       )

9 9 27
mm mm mm      

(4-19) 3
3 1 2 1

2 2
    J  

3 27
J J J   

 در رابطه با مفهوم فيزيكي نامتغير سوم تنش در فوول آتي بحث خواهد لد. 

 ( محاسره نماييد.1-4نسور تنش انحرافي را براي تانسور تنش مثال ): نامتغيرهاي تا2-4مثال 

2

3 1 0

1 2 2    /

0 2 4

ij kN m

 
 

  
 
 

  

 توان نولت: مي (1-4از مثال )
2

1 9   /J kN m  

2 2
2 19.5  ( / )J kN m  

2 3
3 62  ( / )J kN m  

( و نامتغير 15-4ر دوم بر اساس رابطه )بر اين اساس، نامتغير اول تانسور تنش انحرافي صفر، نامتغي

 ( قابل محاسره خواهند بود.19-4سوم بر اساس رابطه )
 

 تصویر تنش بر یک صفحه-4-5

 بوور  زير تتريف گردد: ijفرض نماييد تنش در يک نقطه با تانسور تنش 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ij

  

   

  

 
 

  
 
 

  

                                                            
1 Octahedral plane  
2 Space diagonal  
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نمايد با توجه به تتادل نيروها بار اسااس لاكل     مي از اين نقطه عرور کهاي  بردار تنش بر هر صفحه

 گردد. مي محاسره (4-2)

(4-21)    p
i ji j ij j     

در اين رابطه 
jl ( 1,2,3)j  بالند. مي براي نرمال صفحه 1کسينوسهاي هادي 

 
 2یبر المان هرم ها وضعيت تنش :(2-4 شکل

 

 ( بوور  زير خواهد بود:21-4بر اساس رابطه ) ABCمولفه هاي بردار تنش بر صفحه 

(4-21) 
1 11 1 21 2 31 3 11 1 12 2 13 3           p             

 
2 21 1 22 2 23 3       p       

 3 31 1 32 2 33 3     p       
 

واور  زيار   در برخي نگارلها تانسور تانش بواور  ياک مااتريس ساطري ب      م به ذکر است کهزلا

 ساوي دو به دوي لش مولفه غيرقطري آن است.تلود که اين به دليل تقارن آن و  مي نگالته
 

   11 22 33    12    23    13      
T

       

                                                            
1 Direction cosines  
2 Tetrahedral element  
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 مولفه های برشی و نرمال تنش بر یک صفحه-4-6

)( مولفه هاي برلي 3-4لكل ) و قائم  ( n  صفحه دلخواه که از نقطه را برP گذرد نشان مي 

دهد. دقت لود که اين صفحه موازي محور سوم يتني  مي
3x      انتخاب لاده و نرماال آن باا محاور

1x 

 دهد. مي تشكيل زاويه 

 

 (6114یواردان )دسای و سير x3موازی  Pصفحه گذرنده از نقطه در تنش های برشی و نرمال  (:3-4 شکل

 
 

 دهيم: مي را با تانسور تنش زير نشان P(: وضتيت تنش در نقطه 3-4مثال )

1 1

2 0

1 0 0

0

0ij

 
 

  
 
 

  

 دهد محاسره نماييد. مي تشكيل زاويه  1xکه نرمال آن با محور اي  بردار تنش را بر صفحه

1 cos  

2 sin  

3 0.0  

 توان نولت: مي (21-4با جايگذاري مولفه هاي تانسور تنش در روابط )

1 11 12 p cos sin cos         

2 21 22  2p cos sin sin         

3 31  p cos cos      
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 توان مولفه هاي نرمال و برلي بر صفحه را بوور  زير حساب کرد: مي با توجه به اين مقادير
 

2 2
1 2 11 22 12    2    p p p

n cos sin cos sin sin cos                 
2 22cos sin    

   2 2
1 2 12 11 22 p p psin cos sin cos sin cos                  

  2    sin cos sin cos sin cos          
 

 توان به طريق مشابه عمل نمود. مي براي ساير صفحا  نيز

 1تنش های اصلی-4-7

توان صفحاتي يافت که بردار تنش بطور کامل بر آنها عمود بوده و بنابراين مولفه  مي براي هر تانسور تنش

 نامياده  3و جهات عماود بار آنهاا جهاا  اصالي       2تنش برلي برابر صفر بالد. اين صفحا ، صفحا  اصالي 

 قدار تنش نرمال بار آنهاا هماان تانش اصالي     توان حداکثر سه صفحه از اين نوع را يافت که م مي لوند. مي

 توان به فرم زير نولت: مي 𝜆 بالد. بدين ترتيب مقدار تنش اصلي را با در نظرگيري اسكالر مي

(4-22) iσ ,   1,2,3i i   

 بالد. لذا داريم: مي بردار واحد نرمال بر صفحه ilدر  اين رابطه 

 i ijσ   σi ij j j     

  

  ijσ   0ij j   

  
(4-23)      λ I 0   

  

 توان نولت: مي به فرم ماتريسي

(4-24) 
11 12 13 1

12 22 23 2

13 23 33 3

0

   

   

   

  
  

   
     

  

 همچنين بايد توجه دالت:

(4-25) 1i i   

(4-26) 2 2 2
1 2 3 1     

                                                            
1 Principal stresses  
2 Principal planes  
3 Principal directions  



 11 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

باياد   بناابراين  توانند صفر بالند نمي  3و  2، 1 ( و اينكه سه پارامتر25-4با توجه به متادله )

 :ينان ماتريس ضرايب برابر صفر بالددترم

(4-27) 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

0

   

   

   



 



  

 آيد: ميبدست  به صور  زير 1متادله مشخوه ن،مينابا بسط اين دتر

(4-28) 3 2

1 2 3 0I I I         

لود که همان تنشهاي اصالي خواهناد باود. جهاا  اصالي نظيار        مي اين متادله منجر به سه ريشه

 ( بدست خواهد آمد.24-4در متادلا  ) 𝜆مقادير بدست آمده تنشهاي اصلي، با جايگذاري 

جهت اصلي به عنوان محورهاي مختوا  در نظر گرفته لوند فرم تانسور تانش از  در صورتيكه سه 

 آيد: مي قرار زير بدست

1

2

3

0 0

0 0

0 0

ij



 



 
 

  
 
 

  

بالند. تانش بزرگتار را تانش     مي ترتيب انتخاب جها  اصلي بر اساس نحوه و  3و  1 ،2ترتيب 
 نامند. 4تنش اصلي ميانيو وسطي را  3، کوچكترين را تنش اصلي حداقل2اصلي حداکثر

 
لاود. تنشاها در جهاا  اصالي را      ماي  بوور  زيار نشاان داده   Pتانسور تنش در نقطه  -4-4مثال 

 محاسره نماييد.

2

4 0 2

0 5 0   /

2 0 4

ij kN m

 
 


 
  

  

 لود: مي نامتغيرهاي تانسور تنش به صور  زير محاسره
2

1 13   /I kN m   
2 2

2 20 20 12 52 ( / )I kN m      
2 3

3 60( / )I kN m   

                                                            
1 Characteristic equation  
2 Major principal stress  
3 Minor principal stress  
4 Intermediate principal stress  



 11  تنش تانسور و نيروها – چهارم فصل

 لود: مي متادله مشخوه به صور  زير محاسره

3 213 52 60 0        

 
22, 5 & 6  /  kN m   

 
2:6   /kN m تنش اصلی حداکثر 

2:2   /kN m قلتنش اصلی حدا 
2:5   /kN m  میانیتنش اصلی 

 نماييم. مي تنشهاي مذکور را در متادلا  مربوط به جها  اصلي جايگزين حل

 تنش اصلي حداکثر:

1 6.0     

  314 6 2 0    

  2 25 6 0    0     

 1 3 1 32 0  6  4         
2به علاوه  2 2

1 2 3 1   دارد. به عنوان متادله کمكي وجود 

2

31 1

1 1
2 1    &  

2 2
        

 آيند: ميدهد به دست  مي بدين ترتيب دو جهت اصلي که امتداد اصلي مربوط به تنش اصلي حداکثر را تشكيل

1 2 3

1 1
      ,        0      ,

2 2
     

1 2 3

1 1
      ,        0      ,

2 2
     

 تنش اصلي حداقل:

3 2.0    

1 32 2 0   

  2 25 2 0     0     

 1 3 1 32 0  2  4          
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2همچنين  2 2
1 2 3 1   لذا: ،بالد مي 

3

2

1 1

1 1
2 1    &  

2 2
       

 بالند: مي لذا جها  اصلي مربوط از قرار زير

1 2 3

1 1
      ,       0       ,

2 2
    

1 2 3

1 1
      ,        0   ,   

2 2
      

 تنش اصلي مياني:
 

2 5.0    

1 32 0    

20 0  

1 312 0  
2 2 2

1 2 3 1    

 توان نولت: مي لذا

3 21 0       &  1     

3 21 0       &        1     
 

در واقع يكي از دو جهت اصلي باراي هار تانش     لوند، مي بدين ترتيب جها  اصلي بوور  زير نگالته
 اصلي انتخاب لده است.

1

1 1
,   ( ,0, )

2 2
Major x  

2

1 1
,   ( ,0, )

2 2
Minor x  

3,   (0,1,0)Intermediate x  

 
 بدين ترتيب ماتريس ترديل بوور  زير خواهد بود:

1 1
0

2 2

0 1 0

1 1
0

2 2

ija

 
 
 

  
 
  
 
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 ريس ترديل بوور  زير خواهد بود:فرم ترديل يافته تانسور تنش تحت اين مات

(4-29)    ij im jn mna a    

 توان نولت: مي در فرم ماتريس

(4-31)       
T

σ a σ a   

1 1 1 1
0 0

4 0 2 6 0 02 2 2 2

0 1 0 0 5 0 0 1 0 0 5 0

1 1 2 0 4 1 1 0 0 2
0 0

2 2 2 2

   
       

      
       

             
    

 

 بالد. مي به ترتيب در نظرگيري جها  اصلي در ماتريس ترديل ، وابستهترتيب عناصر قطري

 برشی محاسبه تنش های-4-8

 بالند. بطور کلاي   مي همانطور که قرلا ذکر لد مولفه هاي تنشي برلي بر صفحا  اصلي برابر صفر

 مولفه هاي تنش بر المان هرمي لكل از قرار زير تتريف لدند:
p

ii j j    

     p

x xx x xy y xz z     
 

     p

y x yx zy y y y z       

     zx z

p

z x zz zy y       
 

,که  ,z y xl l l   کسينوسهاي هادي در جها, ,z y x بالند. بادين ترتياب تانش نرماال      ميn  از

 بالد:  مي قرار زير
p p p

n x x y y z z       

,با قرار دادن مقادير  ,p p p

z y x   :خواهيم دالت 

(4-31)  2 2 2 2            n x xx y yy z zz x y xy y z yz x z xz             
 

 گردد: مي از رابطه محاسره s، تنش برلي nبا در دست دالتن 
 

     
2 2 2

2 2 p p p

n s x y z         

(4-32)      
2 2 2

2 2p p p

s x y z n         
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,حالت خاصي را در نظر بگيريد که مختوا   ,z y x     منطرق بر جها  اصلي در نظار گرفتاه لاده

 توان نولت: مي بالند. در اين لرايط با توجه به صفر بودن مولفه هاي تنش برلي

1 1 11      p p

x x xx       

2  2 22      p p

y y yy       

3 3 33      p p

z z zz      

(4-33) 2 2  2 

1  11 2 22 3 33n       

(4-34)  
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 11 2 22 3 33 1 11 2 22 3 33           s             
 

 45با محورهاي اصلي زواياي که گردد که تنش برش ماکزيمم بر صفحاتي به لرح زير  مي ثابت

 :گردد مي ايجاد ،دهند مي تشكيل

1

2 2
 (0, , ) 

2 2
  

2

2 2
 ( ,0, )

2 2
  

3

2 2
 ( ,  ,0)

2 2
 

 
 

 ( خواهيم دالت:34-4ري اين مقادير در رابطه )با جايگذا
 

 1 22 33

1

2
s     

(4-35)  2 11 33

1

2
s      

 
 3 11 22

1

2
s      

 ( به لرح زير خواهد بود:33-4تنش نرمال نظير نيز بر اساس رابطه )

  1 22 33

1

2
n     

(4-36)  2 11 33

1

2
n     

  3 11 22

1

2
n     
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 شرایط خاص اعمال تنش -4-9

گردد. متماول   مي متمولا  در آزمايشگاه براي تتيين مدلهاي رفتاري از مسيرهاي مشخص تنش استفاده

( نشان داده لاده  4-4در لكل )و تانسورهاي تنش نظير آنها  در مهندسي ژئوتكنيک ترين مسيرهاي تنش

 است.

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 

 

 تک محوري

0 0

  0 0

0 0







 
 
 
 
 

 

 1 2 3      

 

 هيدرواستاتيک

1

2

3

0 0

   0 0

0 0







 
 
 
 
 

 

 

 سه محوري حقيقي

2

1

2

0 0

0 0

0 0







 
 
 
 
 

 

 

 استوانه ايسه محوري 

12

12

0 0

   0 0

0 0 0





 
 
 
 
 

 

 

 برش خالص

 

 (6114)دسای و سيریواردان  (: شرایط خاص تانسور تنش در المان خاک4-4شکل 
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 تمرینات فصل چهارم

تانسور تنش در يک نقطه از محيط، توسط تانسور زير نشان داده لده است. تنش هاي اصلي و  -1

 جها  اصلي در اين نقطه را محاسره کنيد.

































2

206

012

623

m

kN
ij 

 را محاسره کنيد.  اصليدر جها   تنش وضتيت ،براي تانسور زير -2

































2

314

153

431

m

kN
ij 

هيدرواساتاتيک و  تانش   هايدر تمرين دوم، مطلوب است تتيين تانسوربراي تانسور ارائه لده  -3

 انحرافي.تنش تانسور 

 استخراج نماييد. ijSعرار  هاي زير را براي متغيرهاي تانسور تنش انحرافي  -4

3

1213

3

3

2

1
2

2

2

1

27

2

3

2
)(

3

1

3

1

6
)(

2

1

2

1

0)(

JJJJStrSSSJ

J
JStrSSJ

StrSJ

mijmijD

ijijD

iiD







 

 

 



 

 ها و مبانی مدلسازی رفتاریخاک مکانيکیرفتار  –فصل پنجم 
 

 پنجمفصل 

 

ن پارامترهای مدل ييشگاهی برای تعيآزمونهای آزما
 رفتاری

 

 

 

 

 مقدمه-5-1

در ارتراط بين تنش و کرنش و منحني  و انحنا رفتار غيرخطي در بسياري موارد به عنوان خميدگي

در صورتيكه رفتار غيرخطي بتلت تغييرا  زياد در هندسه مادل بالاد بتناوان     گردد. مي نظير آن تلقي

 ياا مااده نامياده    2اده بالد غيرخطي بودن موالحمو در صورتيكه بدليل رفتار  1غيرخطي بودن هندسي

 لود. مي

 رفتار غیر خطی-5-2

نموي، اين ارتراط  نمايد. در فرم مي ( لرايط کلي براي ارتراط نيرو و تغيير لكل را ارائه1-5لكل )

 لود. مي لتهبوور  زير نو

(5-1)     tk dq dQ  

                                                            
1 Geometric non-linearity  
2 Material non-linearity  
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 (6114)دسای و سيریواردان  کرنش-تغييرشکل و تنش-ارتباط خطی و غير خطی نيرو :(6-2 شکل

 

، ماتريس رفتاري يا سختي مماسي در هر نقطاه،  در لرايط رفتار خطي tk   س ساختي  باا مااتري

 اوليه ik است. در مراحث عددي و روش المان محدود، ماتريس سختي  برابر tk  بوور  زير بياان 

 گردد. مي

(5-2)   [ ] [ ][ ]
T

t t

V

k B C B dV   

در اين رابطه  B  و تغيير لاكل   –ماتريس ارتراط کرنشV   ياا الماان ماوردنظر   محادوده  حجام 

بالد. در اين رابطه ماتريس  مي tC  کارنش باوده و باه فارم زيار      -ارتراط تنش و بيانگررابطه رفتاري

 لود: مي نشان داده

(5-3)     td C d   

(5-4) t

ij ijk kd C d   

در اين روابط    ,d d       جزء باردار تانش و کارنش وt

ijklC      .تانساور رفتااري خواهاد باود 

 تغييار  در هار لحظاه  سختي مااده  گردد تا  مي تغييرا  سطح نيرو و تنش حين اعمال بار بر ماده سرب

 توان نولت: مي بنابرايننمايد  مي

(5-5)    t t tk k C     

 یا:

(5-6)    t tC C      
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علاوه بر اين موضوع، وضتيت تنشهاي در محل، دانسيته موالح، درصد آب و نسارت تخلخال، ناوع    

و درزه و تارك بار رفتاار    هاا   سير تانش، ناپيوساتگي  مبارگذاري استاتيكي و ديناميكي، نرخ بارگذاري و 

 بالد. مي موالح تاثيرگذار

 شکل کلی قوانین رفتاری-3-1

 لود: مي لكل کلي قوانين رفتاري به صور  زير نگالته

(5-7)  , , , 0f       

رفتاري باياد   براي تتيين قوانين بالند. مي نرخ کرنش نرخ تنش و  کرنش،  تنش،  که 

 مراحل زير را لحاظ نمود.

 مشخص نمودن فرمولاسيون رياضي مدل -الف

 تتيين پارامترهاي موثر در مدل رفتاري -ب

کاه خاود لاامل دو     1مادل صحت عملكارد  آزمايشگاهي و ارزيابي  آزمونهايتتيين پارامترها از  -ج

 بالد: مي مرحله

تتياين لاده    هاآنطريق پارامترهاي مدل از  داده هاي آزمايشگاهي که صحيح و کميي رينپيش  -د

تحات مسايرهاي   که در تتيين پارامترهاي مدل بكار گرفته نشده اند و يا است به انضمام تتدادي ديگر 

 تنش ديگر انجام گرفته اند.

که به روش عاددي   3يا يک مسرله مقدار مرزيو  2حل بستهبكارگيري مدل رفتاري در يک راه  -ه 

 .نتايج ابزار گذاري و رفتارسنجيسنجي عملكرد مناسب مدل با گردد و صحت  مي حل

 مشخص نمودن پارامترهای رفتاری-5-4
 گيرند نياز به داده هاي آزمايشگاهي احساس مي هنگامي که پارامترهاي يک مدل رفتاري مورد محاسره قرار

از  ا محاسار  نحوهانجام و  براي محاسره اين پارامترها مناسباست تا آزمايشهاي  لازمبدين ترتيب  .لود مي
ياک مادل رفتااري    مربوط به نتايج اين آزمايشها اعلام گردند. اين موضوع از مهمترين مراحل در محاسرا  

در است. براي محاسره پارامترهاي مدل رفتاري بايد لرايط آزمايشگاهي متناسب باا وضاتيت الماان خااك     
تاک  فشاار  ، سه محوري متماولي، بارش سااده و    لود. آزمايش فشار هيدرواستاتيک خلال بارگذاري لحاظ

 لود: مي بالند. در ذيل مرور مختوري بر اين آزمايشها مي محوري نمونه هايي از اين موارد
: در اين آزمايشها يک نمونه ياا ساطح مقطاع مادور ياا مربتاي بواو         4تک محوريآزمون فشار  -

-لامل نمودار تنش محاوري  ن آزمايشهاي مستخرج از ايدارگيرد. نمو مي محوري تحت بارگذاري قرار
 لوند: مي داده (2-5لكل )به صور  کرنش محوري بوده و -کرنش محوري و کرنش جانري

                                                            
1 Verification  
2 Closed form solution  
3 Boundary value problem  
4 Uniaxial  
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 : نمودارهای مستخرج از نتایج آزمایش فشار تک محوری(2-2 شکل

 
باه   سلولبوسيله مايع درون  2: در اين آزمايش، ابتدا فشار همه جانره1متموليآزمايش سه محوري 

 لاود. آزماايش را   ماي  لود و سپس تنش محوري اضافي توسط پيستون بارگذاري وارد مي ه اعمالنمون
توان در لرايط زهكشي لده يا زهكشي نشده انجام داد و در نتيجه آن کرنشهاي حجماي ياا فشاار     مي

کارنش   -نمودارهاي مستخرج از اين آزمايش لامل نمودار تانش انحرافاي   آب منفذي را محاسره نمود.
کرنش محوري -اضافياي  کرنش محوري در لرايط زهكشي لده و فشار حفره-ري و کرنش حجميمحو

 ( هستند.3-5بوور  لكل )در لرايط زهكشي نشده 
 

 
 نمونه آزمایشی و نمودارهای مستخرج از آزمایش سه محوری معمولی :)3-2 شکل

 

-تياين رفتاار تانش   ابداع گرديد امكان ت 3وبرش ساده: در آزمايش برش ساده که توسط روسك -

 وجود خواهد دالت.( 4-5در لكل )کرنش برلي  -کرنش خاك بوور  نمودار تنش برلي

                                                            
1 Conventional triaxial test  
2 Confining pressure  
3 Roscoe  
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 مستخرج از آنکرنش -تنشآزمایش برش ساده و نمودار  شرایط بارگذاری در :)4-2 شکل

 

در وضتيت تنش چندمحوره قارار   حقيقي لرايطدر  خاك: با توجه به آنكه 1سه محوري واقتي -

خااك در محال را    حقيقاي تواند لارايط   مي ش سه محوري واقتي به نحو مناسريدارند، آزماي

لريه سازي نمايد. در آزمايش سه محوري واقتي امكان بارگذاري خاك در راستاي هر ياک از  

سه محور و اندازه گيري کرنش در سه راستاي مذکور وجود دارد. نمونه خاك در اين آزماايش  

گيرد. نيرو از طريق سه جک هيادروليكي در   مي قاب قرار بوور  مكتري بوده و در داخل يک

2سه راستاي متفاو  به آن اعمال لده و تغيير لكلها توسط سنسورهاي 
LVDT  در هر جهت

 گردد. مي تتيين و قرائت

 

 مسیر تنش-5-5

 گيارد. باه عناوان نموناه     ماي  خاك در وضتيت واقتي بارگذاري تحت تاثير مسيرهاي مختلف تنش قرار

در نظر  (5-5يک لمع تحت بار محوري و جانري مطابق لكل )ن لرايط بارگذاري را در خووف توا مي

 .لده استسير تنش حين بارگذاري براي چند نقطه مختلف ارائه همچنين در اين لكل، مگرفت. 

                                                            
1 True triaxial  
2 Linear Variable Differential Transducer 
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 (6114)دسای و سيریواردان  بارگذاری المان خاک در محل : شرایط واقعی(2-2 شکل

 

ت تا براي لريه سازي صحيح رفتار خاك باويژه در مساائلي کاه انادرکنش آن باا      بدين ترتيب لازم اس

بارگذاري يک سازه همراه است، رفتار خاك تحت مسيرهاي تنش اصلي و مهم بررساي و کاارايي مادل    

گردد. اين موضوع مستلزم آزمايش نمونه هاي خااك تحات تااثير     مي رفتاري در لرايط مختلف ارزيابي

تاوان بوسايله آن رفتاار     ماي  است. آزمايش سه محوري واقتي آزموني است که مسيرهاي مختلف تنش

خاك را حين اعمال مسيرهاي تنش مختلف بررسي و ارزيابي نمود. دراين قسمت نقاش و تااثير مساير    

 گيرد. مي تنش بر خاك و رفتار آن مورد تجزيه و تحليل قرار

 ي را در صافحه تنشاهاي اصالي ارائاه    ( وضتيت مسير تنش در وضتيتهاي مختلاف بارگاذار  6-5لكل )

در دو وضتيت صفحا  سه محوري و اکتاهدرال نشان داده لده است. در آزمايش  لرايطنمايد. اين  مي

سه محوري مرسوم دو تنش از سه تنش اصلي با هم مساوي هستند. لذا در حالت ساه محاوري نموناه    

برابر محور افقي قرار خواهد دالت. صفحه اکتاهادرال نياز بار     2يكي از تنش هاي اصلي اي  استوانه

 دهند. مي ساز فضايي عمود و سه محور با آن زواياي برابر تشكيلمني

 
 وضعيت مسير تنش (1-2شکل 

 های اصلی ب( تصویر مسير تنش بر صفحه سه محوری ج( مسير تنش در صفحه اکتاهدرال الف( در فضای تنش

 (6114ن )دسای و سيریواردا
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: نمونه تحات تانش هيدرواساتاتيک ياا     (HC)فشار هيدرواستاتيک رمسير تنش هيدرواستاتيک يا -

وضتيت تنش ايزوتروپ بارگذاري لده و بارگذاري در امتداد نيمساز فضايي تحت تاثير تانش مياانگين   

1

3

J
p  ک هيچگوناه کارنش برلاي ايجااد    نمايد. در لرايط تنش فشاري هيدرواستاتي مي ادامه پيدا 

بالاد. در   ماي  مناسب Kلود و بنابراين براي تتيين ويژگيهاي حجمي و بويژه محاسره مدول بالک  نمي

اي  توان اندازه گيريها را بر اساس فشار آب حفره مي صورتيكه لرايط بوور  زهكشي نشده برقرار بالد،

 نيز انجام داد.

اي  اساتوانه متماولي ابتادا نموناه    : در سه محوري (CTC) 1متموليفشار سه محوري مسير تنش  -

 تحكيم يافته و سپس با اعماال تانش محاوري اضاافي فشااري باه گسايختگي       همه جانره تحت فشار 

رسد. تحت اين لرايط بارگذاري نرخ تغييرا  در تنش برلي اکتاهدرال و تنش نرمال اکتاهدرال ياا   مي

 همان تنش ميانگين بوور  زير خواهد بود:
 

 

(5-8) 

 

     
2 2 2

1 2 2 3 3 1 1

1 2
            

3 3
oct oct                 

(5-9) 1 2 3 1 1                           
3 3 3

oct oct

J   
 

   
     

 

: در دستگاه سه محوري واقتاي ابتادا نموناه در لارايط     (RTE) 2کشش سه محوري کاهش يافته -

کند. لذا در اين لرايط  مي کاهش پيدا 1ثابت و  3و  2گردد. سپس  مي فشار ايزوتروپ بارگذاري

2  3و  1به تنشهاي اصلي حداکثر و مياني و     به تنش اصلي حداقل ترديل خواهاد لاد. در ايان

 هاي برلي و محوري اکتاهدرال با همان دو رابطه قرل قابل بيان است. گرچه تنش برلاي لرايط تنش 

 افزايش و تنش محوري اکتاهدرال کاهش خواهد دالت. اکتاهدرال

(5-11) 
  

1
1

2
                             

3 3
oct oct


  


     

 
ابتادا نموناه تحات     کششي متماولي : در آزمايش سه محوري (CTE) 3متموليکشش سه محوري -

لوند. لاذا   مي ثابت نگاه دالته 1افزايش و  3و  2سپس دو تنش  بد.يا مي وپ تحكيمفشار ايزوتر

تنش اصلي حداقل خواهد باود. در ايان    1تنشهاي اصلي حداکثر و مياني و  3و  2در اين حالت 

لود. تنش نرمال اکتاهدرال نيز به قرار زير قابال   مي حالت تنش برلي اکتاهدرال از رابطه ذيل محاسره

 محاسره است.

                                                            
1 Conventional triaxial compression  
2 Reduced triaxial extension  
3 Conventional triaxial extension  



 12 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

(5-11) 
     

2 2

2 2
                           

3 3
oct oct        

 
مونه تحت لارايط فشاار ايزوتاروپ    : دراين آزمايش ابتدا ن(RTC) 1فشار سه محوري کاهش يافته -

يابند بر اين اساس تغييرا  در تنشاهاي   مي کاهش 3و  2ثابت،  1بارگذاري لده و سپس تحت 

 از قرار ذيل خواهند بود: کاهش محوري اکتاهدرال تنش و افزايش برلي

(5-12) 
  

2 2

2 2
                             

3 3
oct oct          

 

: در ايان آزماايش بارگاذاري باه قسامي      (TE) 3و سه محوري کششي (TC) 2سه محوري فشاري -

گردد که همواره در صفحه اکتاهدرال قرار خواهيم دالات. باه عراار  ديگار، تانش محاوري        مي اعمال

 و 2يابد در حاليكاه   مي افزايش 1اکتاهدرال همواره ثابت باقي خواهد ماند. در سه محوري فشاري 

3 1يابند. به عرار  ديگر اگر افزايش  مي به اندازه نوف افزايش آن کاهش    1باه انادازه   بالاد

1به مقدار  3و  2کاهش  2   1خواهد بود. در حالت سه محوري کششاي    1باه انادازه 

ه مقدار هر يک ب 3و  2کاهش و 
1 2  افزايش خواهند دالت. بدين ترتياب oct   در هار دو

لارايط خاالص تغييار حجام را      HC آزمونحالت ثابت باقي خواهند ماند. همانطور که قرلا ذکر گرديد 

ترتياب ايان دو تسات     بيانگر لرايط تنش برلي خالص اسات. بادين   TEو  TC آنكه دهد حال مي ارائه

در  ل برلي موالح بسيار مناسب خواهند بود. جزء تغييرا  در تنش برلاي اکتاهادرال  وبراي يافتن مد

 از قرار زير خواهد بود. در لرايط کششي کاهشي و افزايشي و لرايط فشاري

(5-13)
      1

1

2
oct     

گيرد. لذا تنش نرماال اکتاهادرال    مي درال انجامآزمايش برش ساده نيز در صفحه اکتاه 4برش ساده

ثابات نگااه    2در آزمايش برش ساده يكي از تنشاها مثال    TEو  TCثابت باقي خواهد ماند. بر خلاف 

ولي قرل دالته لده و براي دوتاي ديگر يكي افزايش و ديگري کاهش خواهد يافت. مقدار اين نمو برابر 

1جهت است يتني در خلاف  3     افزايشي و در اين آزمايش تغيير در تنش برلي اکتاهدرال

 گردد. مي به فرم زير بيان

(5-14)
      

1

2

3
oct   

 

                                                            
1 Reduced triaxial compression 

2 Triaxial compression 

3 Triaxial extension 

4 Simple shear 
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 يب فشار هيدرواستاتيک و برش خالص: شرایط برش ساده یصورت ترک)1-2 شکل

 

3 آزمون نسرتي از تنشهاي اصلي : طي اين (PL) 1بارگذاري متناسب 2 1, ,  ماند.  مي ثابت باقي

 فارض و ثابت  گرفته لده با تتريف زير در نظر b، نسرت 2عموما  براي تتيين تاثير تنش اصلي مياني 

 .لود مي

(1-11)          

   

intermediate minor

major minor

b
 

 





  

b رسوم براي سه محوري مCTC  صفر و برايCTE .برابر واحد خواهد بود 

                                                            
1 Proportional loading 
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 تمرینات فصل پنجم

 Reduced Triaxial Extensionکداميک از مسايرهاي تانش در لاكل زيار، مراين آزماايش        -1

(RTE) است؟ 

a

s space diagonal

f r w

c

r 
 

 211درجاه و تحكايم لاده تحات فشاار هماه جانراه         31با زاوياه اصاطكاك   اي  خاك ماسه -2

گسايخته خواهاد    RTEي در آزماايش ساه محاوري    کيلوپاسكال، تقريرا تحت چه تنش محور

 لد؟

، تنش محوري اضافي براي گسيختگي نمونه در آزماايش ساه   2در لرايط ذکر لده در سوال  -3

 است؟ چقدر CTCمحوري 

 



 

 مبانی الاستيسيته –فصل ششم 

 

 ششمفصل 

 

 مبانی الاستيسيته

 

 

 

 

 

 مقدمه -6-1
ايجااد لاده در مااده در خالال پروساه       رفتار الاستيک به مفهاوم برگشات پاذيري تغييرلاكلهاي    
اکي از بازگشت کل انرژي اعماال لاده   حبارگذاري و باربرداري است. در مفهوم دقيقتر، رفتار الاستيک 

بالد. در ايان فوال باه     مي حين بارگذاري در طي باربرداري و به عرار  ديگر عدم وجود ميرايي انرژي
د. از آنجا که الاستيسيته همواره با تغييرلكلهاي کوچک لو مي مفاهيم و مراني رفتار الاستيک پرداخته

در ماده همراه است، در تمامي موارد ذکر لده در اين فول، اساس بر تغيير مكانهاي بسيار کوچاک در  
 بالد. مي پروسه بارگذاري

 تئوری انتشار امواج در محیط الاستیک  -6-2
بتدا قسمتي از جسم کاه باه منراع اغتشااش     اگر تنش به صور  ناگهاني به يک جسم اعمال لود، در ا

انارژي   ،ن بخاش ترتيب مولكولهاي مااده در مجااور  آ   بدينلود.  مي نزديک تر است، تحت تاثير واقع
بادين ترتياب در اثار    گاردد.   مي جنرشي کسب نموده که مولكول به مولكول به بخشهاي مجاور منتقل

طريتات   ن موضوع انتشار امواج تانش ناام دارد.  اي يابد. مي ترشگستغيير لكل در جسم انتشار انرژي، 
مسارله انتشاار اماواج باه چناد      عموما بالد.  مي انتشار امواج در يک محيط الاستيک موضوع اين بخش

 لود: مي تقسيمبه لرح زير عمده  حالت
 الف( امواج تنش الاستيک در يک ميله 

 ب( امواج تنش در يک محيط الاستيک بي نهايت
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 نيمه بي نهايت الاستيک ک محيطج( امواج تنش در ي

قرل از آن لازم اسات کاه تتااريف     اماگيرد.  مي مورد بررسي قرار "ب"و  "الف"در اين کتاب دو حالت 

تنش، کرنش و پارامترهاي مربوط که در يک محيط الاستيک دخيل هساتند ماورد بحاث قارار      اساسي

 گيرد.

 نیرو-روابط تنش -0-9-3

. باا  دهاد  مي نشاني عمودي و برلي قرار گرفته را تحت تاثير نيروها که مادهاز  ي( المان1-6لكل )

نولتن متادلا  تتادل در جها  مختلف، امكان تتيين فرم کلي متادله تتادل سه بتدي جسام، تحات   

 :دارد تاثير مجموعه تنشها وجود

 

 :Xيا  X1متادله تتادل در جهت 

    11 21
11 1 2 3 11 2 3 21 2 1 3 21 1 3

1 2

. .dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx
x x

 
   
    

       
    

 

(6-1)  31
31 3 1 2 31 1 2 1 1 2 3

3

. 0dx dx dx dx dx X dx dx dx
x


 
 

     
 

 

 
 

 
 (: وضعيت تنشها بر صفحات مختلف یک المان حين بارگذاری6-1شکل 

 x1نيروهاي حجمي در جهت 



 11  الاستيسيته مبانی – ششم فصل

 داريم: x1پس از ساده سازي رابطه فوق براي جهت 

(6-2) 3111 21

1

1 2 3

0X
x x x

   
   

  
  

 :yيا  x2در جهت بالد. به همين ترتيب  مي x1در جهت  1بيانگر نيروهاي حجمي X1ابطه در اين ر

(6-3) 3212 22

2

1 2 3

0X
x x x

   
   

  
  

 :zيا  x3در جهت و 

(6-4) 13 23 33

3

1 2 3

0X
x x x

    
   

  
  

 :خواهد بود  زير فرم انديسي متادلا  بالا به صور

 (الف-6-5)
0

ij

j

i

X
x


 


  

  يا: و

 ب(-6-5)
0

ji

i

j

X
x


 


 

توان آن را  مي هر جهت براي ،وارد لودنيز نيروي خارجي  مذکورالمان  براگر لازم به ذکر است که 

تاوان   ماي  ين ترتياب . باد جهت مربوطه ادغام کنايم نيروهاي حجمي سمت راست متادله گذالت يا در 

 :نولت

(6-6) 
0

ji

i

j

F
x


 


  

 بالد: مي فرم ديگر متادله تتادل به صور  زير قابل نگارش

(6-7) , 0ij j iF    

 بالد: مي نيز به صور  زير قابل بيانمتادله تتادل ديناميكي 

(6-8) ,ij j i i iF mu cu     

دهند. بترار  ديگر بوسيله اين متادلا  کاه رواباط    مي ط تنشها و نيروها را نشاناين متادلا  ارترا

 لوند، امكان تتيين تنشها از روي نيروهاي اعمال لده بر جسم مهيا خواهد بود. مي دسته اول ناميده

 تغییرشکل-روابط کرنش -0-9-9

 :بالند مي به صور  روابط زير قابل محاسره نرمالکرنشهاي محوري يا 

 (الف-6-9)
x

u

x






  

                                                            
1 Body force 
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 ب(-6-9)
y

v

y






 

 (ج-6-9)
z

w

z






 

در اين روابط 
x ،y  و

z  کرنش نرمال به ترتيب در جهاx،  y  وz بالد و مي u، v  وw   باه  نياز

 توان نولت: مي در خووف مولفه هاي کرنش برلي نيز .است zو  x ،yترتيب تغييرلكل در جها  

1 (الف-6-11)

2
xy

u v

y x


  
  

  
  

1 ب(-6-11)

2
yz

v w

z y


  
  

  
 

1 (ج-6-11)

2
xz

u w

z x


  
  

  
 

 :لكل به صور  زير خواهد بودتغيير-کرنشارتراط انديسي بدين ترتيب فرم 

 1

2

j i

ij

i j

u u

x x


  
  

   

  

 
13

1

2

w u

x z


  
  

  
 

 
21

1

2

u v

y x


  
  

  
 

 
23

1

2

w v

y z


  
  

  
 

 :گردد مي ، عرار  ذکر لده بوور  زير توحيحتغيير لكل هاي بزرگ نمودن لرايطبراي منظور 

(6-11) 1
( )

2

ji

ij

j i i j

uu u u

x x x x

 
  

  
   

 

لاوند در صاورتيكه    ماي  در روابط ذکر لده که در اين فول به عناوان رواباط دساته دوم لاناخته    

و  آلمانساي  در مكانيک جامدا  تانسور کرنش ،جسم بالدتغيير لكل يافته مشتقا  نسرت به وضتيت 

قرل از لود اما اگر مشتقا  نسرت به وضتيت جسم  مي ناميده اويلري در هيدروديناميک تانسور کرنش

 لاگراناژي  و در هيدروديناميک تانسور کرنش گرين تغيير لكل بالد در مكانيک جامدا  تانسور کرنش

 لود. مي ناميده

 کرنش-روابط تنش -0-9-1

وجاود   نمايناد.  ماي  دسته روابط سوم، ارتراط تنشهاي وارده بر جسم با کرنشهاي ايجاد لده را بيان

 0lبا طول ( 2-6در ميله لكل ) .بالد مي نيک جامدا  الزامياين روابط در تتيين مجهولا  مسائل مكا

 , ,

1 1
( )

2 2

ji

ij i j j i

j i

uu
u u

x x



   

 
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، دسته اول و دوم روابط به لرح زيار  قرار گرفته است Pکه تحت بارگذاري محوري  0Aو سطح مقطع 

 بالند. نمي کافي lمسرله يتني تغيير لكل ميله  براي تتيين مجهول

 
 نمایی از ميله تحت بارگذاری تک محوری (9-0شکل 

 بالد: مي ارتراط تنش و نيرو به صور  زير

(6-12) 
0

P

A
  

 :فرم ذيل خواهد بودارتراط کرنش و تغيير لكل نيز به 

(6-13) 
0

l

l



 

که ارتراط باين تانش و کارنش را     را از دستة روابط ديگري به دست آوريم بايد  lبراي يافتن 

کنند و به روابط رفتاري متروفند. اين دسته از روابط دسته سوم متادلا  خواهند بود کاه باه    مي تتيين

 د:نبال مي لكل کلي زير

 (6-14) .ij ijk l k lC  

ijk lC اماا باا فرضاياتي خااف، تتاداد      بالاد  ماي  پارامتر مستقل 81اکثر حد لامل در لرايط کلي .

آن کااهش خواهاد يافات. برخاي از ايان فرضايا  و تتاداد         ترياين پارامترهاي مستقل مورد نياز براي 

 بالند: مي پارامترهاي رفتاري نظير به لرح زير
 

45 parameters  

 
lijijkl kC C   -1   

 

36 parameters  

 

                          
  

                          

ij ji ijk l jik l

kl lk ijk l ijlk

C C

C C

 

 

    
 

    

  -2   

 13One planeof symmetry parameters3-   

 9Twoor three Planesof symmetry parameters4- 

6Similar symmetry about two planes parameters5- 

6 3 Similar symmetry about three planes parameters 

2Similar symmetry about all planes parameters7- 
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بالد، تنها دو پاارامتر مساتقل باراي     مي مد نظرمگن و ايزوتروپ ماده ه در واقعلرايط آخر که در 

همگن و الاستيک، کرنش هاي نرمال و تنش نرمال باه   نمايد. در ماده مي تريين ماتريس رفتاري کفايت

 بياان  قابال  ( توسط روابط زير1-6گردند که با توجه به لكل ) مي با يكديگر مرترط 1وسيله قانون هوك

 :بالد مي

(6-15) 1
( )x x y z

E
         

(6-16) 1
( )y y x z

E
         

(6-17) 1
( )z z x y

E
         

تنش برلي و کرنش برلي نيز توساط رواباط    بالد. مي نسرت پواسون مدول الاستيسيته و  Eو 

 لوند: مي زير به يكديگر مرترط

(6-18) xy xyG  

(0-19) yz yzG  

(6-21) 
zx zxG  

xy ،yz  و
zx مدول برلي بالند.  مي کرنش هاي برليG لود: مي به صور  زير تتريف 

(6-21) 
 2 1

E
G





 

بار حساب کارنش     محاوري تنش تغييرا  ( با هم ترکيب لده و به صور  17-6( تا )15-6روابط )

 لوند: مي نولته محوري

(6-22) 2x xG    

(6-23) 2y yG    

(6-24) 2z zG    

 :که در آن

(6-25) 
  1 1 2

E


 


 
 

و به راحتي با دالتن  بوده 2ضريب لامهE  و همچناين  آيد مي هر موالحي به دست براي . 

,کرنش حجمي است که برابر مجموع سه مولفه کرنش نرمال  ,z y x   بالد. مي 

, استفاده از دو پاارامتر الاساتيک   تانسورهاي تنش و کرنش با ارتراط E     باراي حالات همگان و

 :بالد مي ايزوتروپ به صور  زير

                                                            
1 Hooke’s Law  
2 Lame’s constant  
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(6-26)    
  

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0 0

21 1 2
1

0 0 0 0 0
2

1
0 0 0 0 0

2

xx xx

yy yy

zz zz

xy xy

yz yz

xz xz

E

  

   

   

 

  


 

 


 
 

    
    
    

    
             

    
       

 
 

 

 مواج طولیا -0-9-1

ووف مواالح  مدول الاستيسيته و وزن مخ .بالد مي Aسطح مقطع عرضي  با( يک ميله 3-6لكل )

 باه ميازان    a-aلود کاه تانش در مقطاع     مي . فرضلوند مي در نظر گرفته و  Eميله به ترتيب 

)،b-bافزايش يابد. ميزان افزايش تنش در مقطع  ) x
x

  


خواهاد باود. بار اسااس قاانون دوم       

 لت:نيوتن خواهيم دا

(6-27) F ma  

 به صور  زير خواهد بود: xدر نتيجه برآيند نيروها در جهت 

(6-28) 2

2

( )
.

A x u
A x A

x g t

 
 

   
     

  
 

Aکه در آن  x   وزن ميله وg بالد.  مي لتاب ثقلu  تغيير مكان در جهتx  وt بالاد.  مي زمان 

عرضي ( تنش در تمام سطح مقطع الفبالند:  مي ين قرارا ياتي استوار است که از( بر فرض28-6رابطه )

ماند. پس از ساده سازي به  مي باقيانتشار موج ثابت ( سطح مقطع در زمان ب و بالد مي ميله يكنواخت

 رسيم: مي رابطه زير

(6-29)  2

2
u

tx




 


 

g


  بالد. براساس قانون هوك داريم: مي لح ميلهدانسيته موا 

(6-31)  . uE
x

 


  

 ( داريم:28-6با جايگذاري در رابطه )

(6-31) 2 2

2 2
( ) . ( )

u E u

t x

 


 
 

(6-32) 2 2
2

2 2
( ) . ( )c

u u

t x


 


 
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عرار  بالد.  مي ( متادله موج يک بتدي32-6رابطه )
c بالاد   مي انتشار امواج تنش طولي سرعت

 آيد: مي که به خووصيا  موالح وابسته است و از رابطه زير به دست

(6-33) 
C

EV


 

 

 
 (6112 6)داس یک بعدی امواج طولی در یک ميلهانتشار  :(3-1شکل 

 9موج پیچشی -0-9-3

 برآن اعمالاز انتهاي ميله  xبرابر با اي  در فاصله Tدهد که گشتاور  مي نشان رااي  ( ميله4-6لكل )

xبرابار باا   اي  کند. گشاتاور در فاصاله   مي دوران به ميزان زاويه  در اين نقطهلود و  مي x   برابار

)با )TT x
x

 


)ان آن به ميزان خواهد بود و دور  ) x
x

  


با اعمال قاانون دوم   خواهد بود. 

 :توان نولت مي نيوتن

(6-34) 2

2
.

T
T T x J x

x t




  
      

  
 

(6-35) 
T GJ

x

 
  

 
 

( خاواهيم  34-3( در )35-3با جايگذاري ) ممان اينرسي قطري مقطع ميله خواهد بود. Jکه در آن 

 دالت:

(6-36) 2
2

2 2
.

G

t x




 
 

 

                                                            
1 Das  
2 Torsional wave  
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(6-37) 2
2

2
2 2

.st x

 
 

 
 

(6-38) 
s

G



 

s  بالد. مي پيچشيسرعت امواج 

 
 (6112)داس  امواج پيچشی در یک ميله :(4-1 شکل

 

 سرعت ذرات در ناحیه تحت تنش -0-9-0

ت انتشار امواج طولي )دانستن تفاو  بين سرع
c     و سرعت ذرا  در ناحياه تحات تانش موضاوع )

 و ماد  زماان   xلود. براي ايجاد تمايز بين اين دو، پالس تنش فشاري باا لاد     مي مهمي محسوب

t اعمال  ب(.-5-6لاود )لاكل    ماي  که در انتهاي ياک ميلاه وارد  الف( -5-6)لكل  را در نظر بگيريد 

گيرد. با گذلت زمان  مي لود قسمت کوچكي از ميله تحت فشار قرار مي زماني که اين پالس تنش وارد

   کند: مي تنش در مسافت زير حرکت tيابد. در بازه زماني  مي اين فشار به نواحي بتدي انتقال

(6-39) .cx V t  
 

tدر هر زماني که  t     بالد، قسمتي از طول ميله باه انادازهx     تشاكيل ناحياه فشارده لاده را 

tدهد. بنابراين  مي t   توان نولت: مي و 

(6-41) .cx V t  
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 لود: مي غيير لكل ميله به صور  زير محاسرهميزان ت

(6-41) 
. ( ) ( . )x x

cu x u t
E E

 


   
     

   
 

تغييرمكان انتهاي ميله است، بنابراين سرعت انتهاي ميلاه و سارعت ذرا     uتوجه دالته باليد که 

 :آيد مي بدستبه صور  زير 

(6-42) .x cu
u

t E

 
 


 

برخلاف سارعت ماوج    ت: اول آنكهدر اين خووف ذکر دو نكته الزامي اس
c      کاه باه خووصايا

سرعت ذره به خووصيا  مكانيكي ماده نيز مرترط خواهد بود ) ،فيزيكي متكي بود
x    لد  ضاربه ياا

ري بالاد،  ده فشاا تانش وار اگار  نكته دوم آنكاه   از خووصيا  مكانيكي ماده است(.تنش اعمال لده و 

اگر تنش وارده کششي بالد، سرعت ذرا   است. هم جهتانتشار موج با يكديگر سرعت و  ذرا  سرعت

 .خواهند بودخلاف جهت يكديگر در و سرعت انتشار موج 

 

 
 (6112 6)داس ذراتحرکت و سرعت  موجسرعت انتشار  :(2-1 شکل

 

                                                            
1 Das 
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 در انتهای میله الاستیک جامواانعکاس  -0-9-7

قارار گرفتاه و    xفشاري در امتداد جهت مثرات  موج نشان ميدهد که تحت را اي  يله( م6-6لكل )

کند. هنگامي که اين دو موج  مي حرکتدر آن  xنيز در امتداد جهت منفي  به همان لد  موج کششي

لاود، باا ايان حاال      ماي  صفر برآيند رسند، يكديگر را خنثي کرده و تنش مي به يكديگر a-aدر مقطع 

ب(. اين بدين دليل است که سرعت ذرا  در موج فشاري -6-6لود )لكل  مي دو برابر uسرعت ذرا  

 زماني که دو موج از يكديگر عرور بالد. مي در جهت حرکت و براي موج کششي در خلاف جهت حرکت

لارايط   بادين ترتياب  ج(. -6-6صفر خواهاد لاد )لاكل     a-aکنند تنش و سرعت ذرا  در مقطع  مي

د( -6-6است که در يک مقطع يک سار آزاد وجاود دارد. لاكل )   متادل با حالتي  a-aمقطع موجود در 

تواناد در نظار گرفتاه     ماي  دهد که مقطع به عنوان يک انتهااي آزاد  مي را نشان a-aقسمت چپ مقطع 

و لاكل   موج فشاري به صور  ماوج کششاي باا مقادار     ،که در انتهاي آزاد ميله لود مي مشاهدهلود. 

به صور  ماوج فشااري در انتهااي آزاد ميلاه     نيز يابد، به همين ترتيب موج کششي  مي يكسان انتكاس

 يابد. مي انتكاس

 
 

 (6112)داس  ميلهسر آزاد انعکاس امواج تنش در  :(1-1 شکل

 

جهات  دو در با لد  يكسان و دهد که در آن دو موج فشاري  مي را نشاناي  الف( ميله-7-6لكل )

کنناد، مقادار    مي عرور a-aکنند. زماني که دو موج از يكديگر در مقطع  مي ف به سمت هم حرکتمخال

ب(. هنگامي که دو موج -7-6صفر خواهد لد )لكل  uلود. با اين حال سرعت ذرا   مي تنش دوبرابر

در ايان  ج(. -7-6)لاكل   لاود  ماي  سارعت ذرا  در آن مقطاع صافر   کنند، تنش و  مي از يكديگر عرور

 لاود )لاكل   ماي  خصمشبر اين اساس . نمايد مي گيردار عملتكيه گاه مانند يک  a-aمقطع وضتيت، 
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در به صور  موج فشااري باا هماان مقادار و     برخورد کرده با تكيه گاه گيردار د( که موج فشاري -6-7

 . به طور مشاابه، ماوج کششاي   لود مي يابد اما تنش در انتهاي گيردار دو برابر مي انتكاس جهت عكس

 يابد. مي انتكاس با همان لد  در جهت مخالفبه صور  موج کششي برخورد کرده به انتهاي گيردار، 

 
 (6112)داس  ميلهانتهای گيردار انعکاس امواج تنش در  :(1-1 شکل
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 3ارتعاش طولی میله های کوتاه -0-9-9

 لود: مي ه هاي کوتاه به لكل زير نولتهبراي ارتتاش ميل (31-6)رابطه  پاسخ متادله موج

(6-43)     1 2, sin cosn nu x t U x A t A t   

1A  و
2A و ابت هستندوث 

n و  فرکانس طريتي ارتتاش( )U x  دامنه تغيير مكان در امتداد محور

( در 43-6بالد. براي ارتتاش طولي ميله هاي يكنواخت، اگار رابطاه )   مي از زمان مستقل کهست ميله ا

 :خواهيم دالت ( جايگزين لود31-6رابطه )

(6-44)    2 2

2 2

, ,
0

u x t u x t

Ex t

 
 

 
 

(6-45)  
 

2

2

2
. 0n

U x
U x

Ex





 


 

 آيد: مي فرم جواب متادله بالا به صور  زير در

(6-46)   1 2sin cosn n

c c

x x
U x B B

 

 

   
    

   
 

1B  و
2B  آيند. مي ابت هستند که با اعمال لرايط مرزي ميله به دستوثنيز 

 سر آزاد دومیله  -0-9-9-3

0xساار آزاد، تانش و کاارنش در انتهاااي ميلاه صاافر اساات، بنااابراين در    در لارايط ميلااه دو  ، 
( )

0
dU x

dx
  و درx L يتني انتهاي ديگر ميله نيز ( )

0
dU x

dx
 خواهد بود (L   طاول ميلاه 

 ( خواهيم دالت:45-6. با مشتق گيري از رابطه )(بالد مي
 

(6-47) 1 2( )
0 cos sin 0n n n n

c c c c

B x B xdU x

dx

   

   

   
      

   
 

 

 الا خواهيم دالت:با اعمال لرط اول مرزي در رابطه ب
 

(6-48)  
1

10 0 0n

c

dU x B
x B

dx




      

  
2 sin( ) 0n n

c c

dU x B L
x L

dx

 

 


    

(6-49) n

c

L
n





  

(6-51) c

n

n

L


  

                                                            
1 Short bars  
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 دهد. مي ( فرکانس ارتتاش آزاد يک ميله دوسر آزاد را نشان51-6رابطه )

( در رابطاه  48-6( و )51-6ين حالت با جايگذاري رواباط ) در نتيجه رابطه دامنه تغيير مكان براي ا

 آيد: مي ( به دست6-46)

(6-51) 2( ) cos
n x

U x B
L

 
  

 
 

 u(x,t)نشان داده لده است. رابطاه   8-6( در لكل n=2و  n=1براي مود اول و دوم ) U(x)تغييرا  

 آيد. مي ( به دست43-6( و )51-6ابط )وبراي همه مودهاي ارتتاش با ترکيب ر

 
 (6112)داس  دو سر آزاد ارتعاش طولی ميله کوتاه :(1-1 شکل

 

 سر گیردار دو میله -0-9-9-9

0xبراي لرايط مارزي دو سارگيردار، در     ،( ) 0U x  و درx L   نياز( ) 0U x     اسات. باا

 داريم:و دوم ري لرط  مرزي اول جايگذا

(6-52)   20 0 0x U x B     
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   10 sin( ) 0n

c

L
x L U x B




     

(6-53) n

c

L
n





 

(6-54) c

n

n

L


  

 آيد: مي ( رابطه زير به دست46-6( در متادله )52-6( و )54-6با جايگذاري متادلا  )

(6-55) 
1( ) sin

n x
U x B

L

 
  

 
 

)( تغييرا  9-6لكل ) )U x  يتني( براي دو مود اول ارتتاشn=1  وn=2را نشان ) دهد. مي 

 
 (6112)داس  گيرداردو سر  ارتعاش طولی ميله کوتاه :(1-1 شکل
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 یک سر آزاد-شرایط مرزی یک سر گیردار-0-9-9-1
 بالد: مي يک سر آزاد به صور  زير-رحالت يک سر گيردا لرايط مرزي براي

  0        0x U x   انتهاي گيردار: 

(6-56)  
     0

dU x
x L

dx
      انتهاي آزاد: 

 از لرط مرزي اول داريم:
(6-57)   20 0 0x U x B     

 از لرط مرزي دوم داريم:

(6-58)  
1 0     cos( ) 0n n

c c

dU x B L
x L

dx

 

 
     

 1
(2 1)

2

n

c

L
n





  

(6-59) 1
(2 1) ( )

2

c

n n
L


   

لاكل   دهاد.  ماي  يک سر آزاد را نشان-ميله يک سر گيردار برايرابطه فرکانس طريتي ارتتاش اين 
 دهد. مي براي دو مود اول ارتتاش را نشان U(x)( تغييرا  6-11)

 

 
 (6112)داس  یک سر آزاد-سر گيردار یک ارتعاش طولی ميله کوتاه :(62-1شکل
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 معادله موج در فضای سه بعدی -0-9-3

 را نشاان  dzو  dx ،dy( تنش هاي اعمال لده بر المان در محايط الاساتيک باا ابتااد     11-6لكل )

نولاته   zو  x ،yدر جهات  حرکت بايد برآيند نيروهاا   به دست آوردن متادلا  ديفرانسيل دهد. براي مي

 داريم: xلود. در جهت 

(6-61) 

2

2

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

x zx

x x zx zx

yx

yx yx

dx dy dz dz dx dy
x z

u
dy dx dz dx dy dz

y t

 
   


  

       
          
       

   
     

    

 

 :خواهيم دالتدر نتيجه 

 (6-61) 
2

2

yxx zx u

x y z t

 


  
  

   
 

 

u  پارامتر تغييرمكان در جهتx بالد. در جهت  ميy  وz آيد: مي به ترتيب روابط زير به دست 
 

(6-62) 
2

2

y xy zy v

y x z t

  


   
  

   
 

(6-63) 
2

2

yzz xz w

z x y t

 


  
  

   
 

v  وw  مكان در جهت پارامترهاي تغييرy  وz بالند. مي 
 

 
 به دست آوردن معادلات حرکت در یک محيط الاستيک :(33-0 شکل
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( و با توجه 61-6بالند. با دالتن رابطه ) مي ( متادلا  حرکت بر حسب تنش63-6( الي )61-6روابط )

yxبه اينكه  xy   و
zx xz  توان نولت مي: 

(6-64) 
2

2

xyx xz u

x y z t

 


  
  

   
 

 

 لود: مي ، رابطه زير حاصلفوق( در رابطه 22-6( و )21-6(، )18-6با جايگذاري متادلا  )
 

 
2

2
( 2 ) ( ) ( )x xy xz

u
G G G

x y zt
    
   

   
  

 

 

 :توان نولت مي در متادله اخير( ج-11-6الف( و )-11-6) با جايگذاري روابط
 

(6-65) 
2

2
( 2 ) ( ) ( )x

u v u u w
G G G

x y x y z z xt
  
       

     
      

 

(6-66) 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
( )

u u v w u u u
G

x x y x zt x x y z


 
       

      
        

 

(6-67) 
2 2 2

2

u v w

x y x z xx

   
  
    

 

 بالد. مي کرنش حجميکه در آن

(6-68) 
2

2

2
( )

u
G G u

xt


 
 

   


 

(6-69) 
2 2 2

2

2 2 2x y z

  
   

  
 

 :نيز خواهيم دالت zو  yبه طور مشابه براي جهت 

(6-71) 
2

2

2
( )

v
G G v

yt


 
 

   


 

(6-71) 
2

2

2
( )

w
G G w

zt


 
 

   


 
 

 :توان نولت ميو جمع آنها  zو  x ،y( نسرت به 71-6( و )71-6(، )68-6با مشتق گيري از روابط )
 

 
2 2 2 2

2

2 2 2 2
( )

u v w u v w
G G

x y z x y zt x y z

  
 

             
             

            
 

(6-72)      
2

2 2 2

2
( ) ( 2 )G G G

t


     


       


 

 بنابراين:

(6-73) 2
2 2 2

2

( 2 )
p

G
V

t

 
 



 
   


 



 623  الاستيسيته مبانی – ششم فصل

(6-74) 
( 2 )

p

G
V






 

pV 2بالد. همچنين به آن ماوج اولياه   مي 1اتساعي سرعت امواج (P )   نياز گفتاه   3ياا ماوج فشااري 

 سرعت بيشتري دارد. د. اين موج در مقايسه با موج طوليلو مي

 :توان گفت مي نيز y( نسرت به 71-6و رابطه ) z( نسرت به 71-6با مشتق گيري از رابطه )
 

(6-75) 
2 2

2

2
( )

v v
G G

z y z zt


 
    

    
     

 

(6-76) 
2 2

2

2
( )

w w
G G

y y z yt


 

    
    

     
 

 

 :خواهيم دالت( 76-6( از )75-6با کم کردن رابطه )
 

(6-77) 
2

2

2

w v w v
G

y z y zt


       
      

       
 

 از آنجاييكه:

(6-78) 2 x

w v

y z


 
 

 
 

 بنابراين:

(6-79) 
2

2

2

x

xG
t


 


 


 

(6-81) 
2

2 2 2

2

x

x s x

G

t


  




   


 

که در آن 
s

G
V


.مي بالد 

سرعت انتشار آن دهد که  مي را نشان برليمتادله بالا رابطه امواج 
sV     مي بالاد. ايان ماوج، ماوج

گفتاه   يک بتدي آنچه در مورد ميله در مقايسه سرعت موج برلي با نام دارد.( S) 5ثانويه يا موج 4برلي

 بالند.  مي که اين دو سرعت موج مشابه يكديگر لود مي نتيجهلد، 

 

 

                                                            
1 Dilatational wave  
2 Primary wave  
3 Compression wave  
4 Shear wave  
5 Secondary wave  



 624 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

 مرتبه اول و دوم الاستیک مدل های -6-3

کولاي، تانش بواور  ياک      در مدل هاي .بالند مي 2و مدل گرين 1کوليلامل مدل ها  اين مدل

يا بزرگتر بالد کاه مرتراه آن    دوم ،اولهاي مرتره از  تواند مي گردد. اين تابع مي از کرنش تتريف f تابع

 نمايد. مي مرتره مدل رفتاري الاستيک را بيان

 هااز آن نسرت به کرنش، تنش گيرياز مشتق گردد که  مي تتريف W ابع انرژيت در مدل هاي گرين

 بالند. مي و يا با مشتق گيري از آن نسرت به تنش، کرنشها قابل تتيين

 الاستیکرفتار  -0-1-3

رفتار الاستيک در ابتداي فوال باه    دهند. مي ( موالح با رفتار الاستيک خطي را نشان12-6لكل )

عنوان لرايط عدم اتلاف انرژي حين پروسه بارگذاري و باربرداري تتريف گرديد.  بدين ترتياب مطاابق   

ا در صاورتيكه حاين   تواند به فرم غير خطي نيز نمود دالته بالاد اما   مي (، رفتار الاستيک13-6لكل )

خواهاد باود.   در جسم اتفاق بيافتد رفتار ماده بوور  پلاساتيک   3پروسه باربرداري تغيير لكل پسماند

 ( نشان داده لده است.13-6اين مورد نيز در لكل )

ممكن است اين سوال پيش بيايد که در صور  صفر لدن کرنش هاي پسماند حاين رفتاار غيرخطاي    

( نشان داده لاده اسات.   14-6موالح از چه نوع خواهد بود. اين مورد در لكل )( رفتار 14-6مطابق لكل )

بايد ذکر کرد که اگرچه تغييرلكل پسماندي در ماده بوجود نيامده است اما بدليل اتالاف انارژي در پروساه    

 بارگذاري و باربرداري، قطتا رفتار ماده در اين لرايط نيز رفتار الاستيک نخواهد بود. 

 
 مصالح رفتار الاستيک خطی :(62-1شکل

                                                            
1 Cauchy  
2 Green  
3 Residual  
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 مصالحغير خطی و پلاستيک رفتار الاستيک  :(63-1شکل

 

 
 رفتار غير الاستيک علی رغم عدم ایجاد کرنش پسماند :(64-1 شکل

 

فقط به وضتيت کارنش  ها  اگر تنشتوان گفت  مي بتنوان تتريف ديگري از لرايط رفتاري الاستيک

حال آنكه در رفتار پلاساتيک، تنشاها    رفتار الاستيک خواهد بود. هاي آن لحظه مرترط بالد اين رفتار،

بالند. ساده ترين فارم رفتاار    مي و تغييرلكل نيز مرترط 1علاوه بر کرنشهاي موجود به تاريخچه کرنش

 گردد: مي به لكل زير تتريف 2هوك هبوور  خطي بوده و توسط رابطالاستيک 

(6-81) E   

 اين رابطه تانسور تنش و کرنش از قرار زير خواهند بود:در 

(6-82)    

   

11 22 33 12 23 13

11 22 33 12 23 13

, , , , ,

, , , , ,

T

T

      

      




 

 

                                                            
1 Strain history  
2 Hooke  
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 :گردد مي بسط اين رابطه به روابط خطي زير منجر
 

(6-83)  

11 11 11 12 22 13 33 14 12 15 23 16 13

22 21 11 22 22 23 33 24 12 25 23 26 13

13 61 11 62 22 63 33 64 12 65 23 66 13

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

      

      

      

     

     

     

 

 

فارم مااتريس و انديساي ايان رابطاه       بالاد.  مي ماتريس رفتاريدرايه هاي  C ضرايب در روابط بالا

 ماتريس رفتار ماده خواهند بود: Cijklو  [C]بالد. در اين روابط  مي بوور  زير قابل تتريف
 

(6-84)     C  

(6-85) ij ijkl klC  

 3کوشیمدل الاستیک  -0-1-9
 

 بالد: مي فرم کلي مدل الاستيک کولي از قرار زير
 

(6-86) 0 1 2 3ij ij ij im mj im mn nj               
 

 

توان  مي 2هميلتون-بالند. بر اساس قضيه کيلي مي پارامترهاي مدل رفتاري در اين رابطه ضرايب 

را  nتا توان   aاز متغير  fفوق را به صور  ساده تري نولت. بر اساس اين قضيه در صورتيكه تابع رابطه 

يتن  aتغير اول، دوم و سوم تانسور از سه ناماي  چندجملهالف(، با استفاده از توابتي -87-6لامل بالد )

0،  1  و2 ب( کاهش داد-87-6توان آن را تا درجه دوم به فرم متادله ) مي:  
 

 الف(-6-87)          
2 3

1 2 3.f a I a a a        

 (ب-6-87)        
2

0 1 2.f a I a a     
 

 :ولتتوان ن مي بدين ترتيب با استفاده از اين قضيه در خووف فرم مدل الاستيک کولي
 

(6-88) 
0 1 2ij ij ij im mj          

 

در اين رابطه 
0 1 2

, ,   باه  توانناد بالاند   ماي  از نامتغيرهاي تانسور کارنش اي  چندجمله توابع .

 :توان نولت مي ترتيب عكس نيز

(6-89) 0 1 2ij ij ij im mj          

در اين رابطه نيز 
0 1 2

, ,   بالند. مي از نامتغيرهاي تانسور تنشاي  ع چندجملهتواب 

                                                            
1 Cauchy elastic models  
2 Cayley-Hamilton  
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 ی مرتبه اولشومدلهای ک -0-1-1

در اين حالت 
2  ،صفر است

0 و تابع مرتره اول از کرنش 
1  يا بترارتي تابع مرتره صفر از کرنش

 . بنابراين در اين مدل داريم:بالد مي مقدار ثابت
 

(6-91) 0 1 1 2 0 1 1 2( )
ij ijij ij ij ijI I                 

 

0در رابطه بالا عرار   ij  تانش هااي نالاي از کارنش      .بالد مي تنش هاي نالي از کرنش اوليه

. ر داريمبا کرنش هاي حاصل از بارگذاري سروکامتمولا گردد زيرا ما  مي اوليه در بسياري از مواقع حذف

 بنابراين:
 

(6-91) 1 1 2ij ij ijI      

محاسبه ثوابت  -0-1-1
1  و

2 

به منظور يافتن ثوابت 
1  و

2 دگرد مي دو حالت برش خالص و تنش هيدرواستاتيک بررسي. 

 3برش خالص شرایط -0-1-1-3

دهاد. بار اسااس ايان      مي تنش در برش خالص يک المان دو بتدي را نشان وضتيت( 15-6لكل )

 لكل داريم:

 12 21 12 21                          

1کرنش حجمي برابار صافر اسات يتناي      ،برش خالص لرايطدر  11 22 33 0I       بناابراين ، 

 :التخواهيم د (91-6طرق رابطه )
 

(6-92) 2ij ij   

 بالد: مي و تانسور براي حالت برش خالص به صور  زير
 

(6-93) 2 12

2 21

 0                       0  

          0               0

 0               0               0

ij

 

  

 
 

  
  

 

 

 بالد: مي به صور  زير در لرايط الاستيک تنش برلي و کرنش برلي ارتراط

(6-94) G   

 

 

                                                            
1 Pure shear  
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 توان نولت: مي (16-6با توجه به لكل )
 

(6-95) 1

2
  

 بنابراين داريم:

 

 12

12 2 12 2
2


   

 
   

 
 

 12 2

12

     
2

G
 


   

(6-96) 
2 2G  

(6-97) 
2 2ij ij ij ijG G       

 

 

 
 حالت تنش برش خالص در المان دوبعدی :(62-1شکل

 

 

 
 عيت کرنشهای برشی در المان حين برش سادهوض :(61-1شکل
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 3تنش هیدرواستاتیک شرایط -0-1-1-9

 بالد: مي تانسور کرنش در حالت تنش هيدرواستاتيک به صور  زير

(6-98) 1

1 1

1

0 0
3

0 0
3 3

0 0
3

ij ij

I

I I

I

 

 
 
 

   
    
   

 
 
 

 

 ( داريم:98-6و ) (96-6، )(91-6بر اساس رابطه )

(6-99) 1

1 1 2
3

ij ij

I
I G  

 
  
 

 

 چنين:هم

(6-111) 11 22 33 1

3 3 3

ii J
p

    
   

iبا قرار دادن  j :داريم 

 1

1 1 1 2 3
3

ii

I
J I G 

 
    

 
 

(6-111) 1

1 1

2

3 3

J G
I

 
  
 

 

1با قرار دادن 

3

J
P  و

1

2

3

G
K  ( داريام.  17-6، طرق نمودار )   و  2لاماه  بتناوان ضاريبK 

مدول بالک از ليب منحناي تغييارا  تانش هيدرواساتاتيک در      لود. مي لناخته 3بتنوان مدول بالک

 بالد. مي ( قابل محاسره17-6مقابل کرنش حجمي مطابق لكل )

(6-112) 
1

2

3

G
K   

(6-113) 
1

2

3

G
K   

(6-114) 
1  

                                                            
1 Hydrostatic state of stress  
2 Lame’s coefficient  
3 Bulk modulus  
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 فشار هيدرواستاتيک در مقابل تغييرات حجم : تغييرات(61-1شکل

 

 آيد: مي لكل نهايي مدل به صور  زير در

(6-115) 1

2
2

3
ij ij ij

G
K I G  
 

   
 

 

 و يا:

(6-116) 1

1 2
3

ij ij ij

I
K I G  

 
   

 
 

1که در آن عرار  

3
ij ij

I
 
 

 
 

ي مرتراه اول  لمدل نهايي کوبالد، بنابراين  مي ijEکرنش برلي 

 آيد: مي به صور  زير در
 

(6-117) 1 2ij ij ijK I G E   

 توان به صور  ماتريسي نيز نشان داد: مي رابطه بالا را
 

11 11

22 22

33 33

12 12

23 23

13 13

4 2 2
0 0 0

3 3 30 0 0
2 4 2

0 0 0 0 0 0
3 3 3

0 0 0
2 2 4

0 0 00 0 0 0 0 0
3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

G G G

K K K
G G G

K K K

K K K
G G G

G

G

G

 

 

 

 

 

 

 

    
     

    
           

   
   
   

         

11

22

33

12

23

13














 

  
  
  
  
  
  
  
  
    

 
 
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(6-118) 

11

22

33

12

23

13

4 2 2
0 0 0

3 3 3

2 4 2
0 0 0

3 3 3

2 2 4
0 0 0

3 3 3

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

G G G
K K K

G G G
K K K

G G G
K K K

G

G

G













 
   

  
       
  

     
  
  
  
    

 
 

 

 توان نولت: مي هم عكسبه حالت 

(6-119) 1

2 9

ij

ij ij

S J

G K
   

بخش اول رابطه بيانگر جزء کرنش برلي و بخش دوم رابطه جزء کرنش حجمي را در تانسور کرنش 

 به صور  زير است: اين رابطهماتريسي  نمايد. فرم مي بيان

(6-111) 

11 11

22 22

33 33

12 12

23 23

13 13

1 1 1 1 1 1
0 0 0

3 9 9 6 9 6

1 1 1 1 1 1
0 0 0

9 6 3 9 9 6

1 1 1 1 1 1
0 0 0

9 6 9 6 3 9

1
0 0 0 0 0

2

1
0 0 0 0 0

2

1
0 0 0 0 0

2

G K K G K G

K G G K K G

K G K G G K

G

G

G

 

 

 

 

 

 

 
   

 
       

   
     
    

    
   
   
   
     

 
 
 
 










 

 

 3حالت کرنش صفحه ای -0-1-1-1

 لود: مي به صور  زير حاصلفرمول ( 115-6اي با بسط رابطه )تنش هاي  در حالت کرنش صفحه
 

(6-111) 1

11 1 11 1 11 11 22

2 3 4 2
2 2

3 3 3 3

I G K G G
K I G K I G K    

       
               

      

 

(6-112) 
22 22 11

3 4 2

3 3

K G G
K  

   
     
   

 

                                                            
1 Plane strain  
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(6-113) 
33 11 22

2 2

3 3

G G
K K  
   

      
   

 

(6-114) 
12 122G  

(6-115) 
23 13 0   

به صاور   اي  در حالت کرنش صفحهمرتره اول ي ولکالاستيک ل رفتاري ماتريس مدبدين ترتيب 

 بالد: مي زير

(6-116) 
11 11

22 22

12 12

3 4 3 2
0

3 3

3 2 3 4
0

3 3

0 0 2

K G K G

K G K G

G

 

 

 

  
 

    
         

       
 
  

 

 بالد. مي تتيينقابل  Gو  Kبا دو پارامتر مرتره اول ي ولکالاستيک مدل اي  در حالت کرنش صفحه
 

 3حالت تنش صفحه ای -0-1-1-1

 داريم:اي  تنش صفحه ( براي حالت118-6با بسط رابطه )
 

(6-117) 
 11 1 11 22

11 11 11 22

11 22

1 1

2 9 2 3 9

1 1 1 1

3 9 6 9

S J

G K G K

G K G K

 
   

 

 
      

 

   
      

   

 

(6-118) 
22 11 22

1 1 1 1

6 9 3 9G K G K
  

   
       

   
 

(6-119) 12

12
2G


  

 بالد: مي حالت ماتريسي آن به صور  زير

(6-121) 
11 11

22 22

12 12

1 1 1 1
0

3 9 6 9

1 1 1 1
0

6 9 3 9

1
0 0

2

G K G K

G K G K

G

 

 

 

  
    

     
     

        
         

 
  

 

                                                            
1 Plane stress  
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 3حالت تنش تک محوری -0-1-1-3

( براي کرنش 119-6و رابطه )ها  ( براي تنش115-6) و رابطه ره اولمرت يولکالاستيک طرق مدل 

( نشاان داده لاده اسات باه     18-6در حالت تنش تک محوري که در لاكل ) تانسور تنش و کرنش ها، 

 آيد: مي صور  زير به دست

  

(6-121) 
11 0 0

0 0 0

0 0 0

ij





 
 


 
  

 

(6-122) 

11

11

11

3
0 0

9

2 3
0 0

18

2 3
0 0

18

ij

G K

GK

G K

GK

G K

GK



 



  
  
  
  

   
  

  
  
   

 

 در نتيجه داريم:

 
11 11

3

9

K G

KG
 


 

(6-123) 11

11

9

3

KG
E

K G




 


 

(6-124) 
22 11

2 3

18

G K

KG
 


 

(6-125) 
33 11

2 3

18

G K

KG
 


 

 

22لود بنابراين  مي از آنجاييكه تنش به صور  تک محوري اعمال 33 :پس خواهيم دالت ، 

 
11

22

11
11

3 2

18
3

9

K G

KG
K G

KG












  


 

(6-126) 3 2

6 2

K G

K G






 

                                                            
1 Uniaxial stress  
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 حالت تنش تک محوری :(61-1شکل 

 

3حالت کرنش تک محوری -0-1-1-0
 

( باراي مادل   119-6( و )115-6براي حالت کرنش محوري با دالتن روابط زير و با بساط رابطاه )  

 رسيم: مي زيربه تانسور کرنش و تنش  ،يولک

(6-127) 22 33 1 110  I      

(6-128) 
11 0 0

0 0 0

0 0 0

ij





 
 


 
  

 

(6-129) 

11

11

11

4
0 0

3

2
0 0

3

2
0 0

3

ij

G
K

G
K

G
K



 



  
  

  
  

   
  

  
  
   

 

 :خواهيم دالتمانند بالا 

 
11 11

4

3

G
K 
 

  
 

 

(6-131)  

  
11

11

14

3 1 1 2

EG
M K



  


   

 
 

                                                            
1 Uniaxial strain  
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M همان مدول الاستيسيته در لرايط تغييرلكل جانري صفر است در واقع ، 1يا مدول محوور لده

 .خواهد دالت Eقطتا مقداري بزرگتر از و 

  9مدل های الاستیک گرین -0-1-3

 د. طرق اين تتريف دالتيم:ونل مي ي بر اساس روابط بين تنش و کرنش تتريفولمدل هاي ک
 

(6-131) 
 

 

ij ij

ij ij

f

f

 

 

 




 

 د:نلو مي بيانبه فرم زير مدل گرين بر اساس تتريف انرژي اما دسته مدلهاي 

(6-132)  0 0 ijU U  

موالحي که بتوان رابطه بالا را براي آنهاا توصايف کارد،    تابع انرژي کرنشي بوده و  U0در اين رابطه 

 .لوند مي يدهنام 3موالح هايپر الاستيک

 :توان نولت مي بر اساس قانون اول ترموديناميک

(6-133) eW Q U T      

انارژي   Tدر واحاد حجام و   انارژي کرنشاي   Uحرار  توليادي،   Qکار خارجي،  eWکه در آن 

 بالد: مي همچنين قانون بقاي انرژي جنرشي به صور  زير بالد. مي نالي از حرار  جنرشي

(6-134) e iW W T    

 لود. مي بالد و ساير علائم به صور  بالا تتريف مي کار داخلي iWکه در آن 

 مذکور داريم: رابطهبا ترکيب دو 

(6-135)  i eW T W T U T Q Q U                

 اگر حرار  توليدي صفر بالد:

(6-136) i eU W W      

 اريم:همچنين د
 

(6-137) 
e i i ij i i

v s

W F u dV n u d S      

                                                            
1 Constrained modulus  
2 Green elastic models  
3 Hyper elastic 
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در رابطه بالا 
i iF u  و  1ي حجماي هانيروبرآيند نشان دهندهij i in u     برآيناد  نشاان دهناده

 بدين ترتيب: د.نبال مي 2سطحي نيروهاي
 

    
,e ij i ij ij ij ijj

v v

W u dV dV            

(6-138) 

 

 ن نولت:توا مي از طرف ديگر

 ij ij

v

dV    

  0 0
eU W

ij ij

v

U U dV U
 

     


   

(6-139) 0

ij

ij

U


 
 

 

ij،(138-6رابطه )که در     جزء کرنش وij  و عماده مساائل   بالد که در اينجا  مي جزء دوران

 ( اساس مادل هااي الاستيسايته گارين    139-6رابطه ). لود مي گرفته درنظر صفرمهندسي ژئوتكنيک 

تاوان   ماي  بتنوان تابتي از نامتغيرهاي تانساور کارنش   U0با در نظر گرفتن تابع انرژي کرنشي  بالد. مي

 نولت:

(6-141)    0 0 1 2 3 0 1 2 3, , , ,U U I I I U I I I    

 0 0 0 0 31 2

1 2 3

ij

ij ij ij ij

U U U U II I

I I I


   

     
   
      

 

 31 2, ,ij ij im mj

ij ij ij

II I
   

  

 
  

  
 

(6-141) 0 0 0

1 2 3

ij ij ij im mj

U U U

I I I
    

  
  
  

 
 

0 و گرين لريه به هم هستند ) يولدهد که دو مدل ک مي رابطه بالا نشان

1

U

I




در مادل   0نظير  

0ي، ولک

2

U

I




0ي و ولدر مدل ک 1نظير 

3

U

I




نكتاه مهام آن   اماا  بالد(،  مي يولدر مدل ک 2نظير  

بادليل  کاه مساتقل از هام بودناد،      2و  0 ،1کاه   ،يولا در مدل گرين بر خالاف مادل ک  است که 

0وابستگي عرارا  

1

U

I




 ،0

2

U

I




0و  

3

U

I




 :خواهند بودوابسته  يكديگربه  

                                                            
1 Body force  
2 Surface traction  
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(6-142) 
0 0

1 2 2 1

0 0

3 2 2 3

0 0

1 3 3 1

U U

I I I I

U U

I I I I

U U

I I I I

      
    

       


    
    

      


         
     

 

 

 بالد: مي هم به صور  زيرها  همچنين متكوس رابطه گرين در مورد کرنش
 

(6-143) 
1 2 3

co co co

ij ij ij im mj

U U U

J J J
    

  
  

  
 

 

 رنشي داخليک انرژيتتريف 
0U 1انارژي کرنشاي مكمال    وکارنش  -بوور  سطح زير نمودار تنش 

coU ( آمده است.19-6در لكل ) 

 
 انرژی کرنشی داخلی و انرژی کرنشی مکمل :(61-1 شکل

 

 مرتبه اول لاستیک گرینمدل های ا -0-1-0

گاردد. در   ماي  ( براي تتريف انرژي کرنشي داخلي اساتفاده 144-6)در مدل گرين مرتره اول رابطه 

اري ايان رابطاه در   باا جايگاذ   بالاند.  مي غيرهاي اول و دوم تانسور کرنشبترتيب نامت I2و  I1اين رابطه 

  توان نولت: مي (141-6رابطه )

(6-144) 2

0 1 2 2 1. .U c I c I  

      2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 3

ij ij ij im mj

c I c I c I c I c I c I

I I I
    

     
  

  
 

                                                            
1 Complementary energy  
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(6-145) 
2 1 12 . . .ij ijc I c   

 توان نولت: مي (114-6ي در رابطه )ول( با مدل ک144-6در مقايسه مدل گرين در رابطه )
 

1 (الف-6-146) 2c G 

 ب(-6-146)
2 2

2
2

3 2 3

G K G
c K c     

با جايگذاري 
1c 2وc( داريم:144-6) در رابطه 

 

 2

0 2 12 . .
2 3

K G
U G I I

 
    

 
 

 2

21

2 12
6 2

I K
G I I
 

    
 

 

(6-147) 2

0 2 12
2

D

K
U G I I  

 

 ( و111-6طرق رواباط )  دهد. مي ( تابع انرژي کرنشي مدل گرين مرتره اول را نشان147-6رابطه )

 ( خواهيم دالت:6-111)

(6-148) 1

1
3

J
p K I  

(6-149) 
2 22D DJ G I 

(6-151) 1

0 2 2 1

1
.

2 3
D D

J
U J I I  

 

در روابط بالا، 
1I  ،کرنش هيدرواستاتيکp  ،تنش هيدرواساتاتيکK     مادول بالاک، و جملاه اول

  با بسط رابطه بالد. مي رلي و جمله دوم آن نشان دهنده کار حجمي( نشان دهنده کار ب147-6رابطه )

 ( خواهيم دالت:6-144)

2 (تكراري-6-144)

0 1 2 2 1. .U c I c I  

  2 2 2 2 2 2

0 1 11 22 33 12 23 13

1

2
U c      

 
      

 
 

 2 2 2

2 11 22 33 11 22 11 33 22 332 . 2 . 2 .c                 

(6-151) 

 که در ان:

6 6

0

1 1

ij ij

i j

U c 
 

  
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1 2 2 2

2 1 2 2

2 2 1 2

1

1

1

1
0 0 0

2

1
0 0 0

2

1
0 0 0

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

c c c c

c c c c

c
c c c c

c

c

c

 
 

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 

 

 ی مرتبه دوموشمدل های الاستیک ک -0-1-7

پس از بررسي مدلهاي الاستيک کولي و گرين از مرتره اول، اينک به بررسي مادلهاي الاساتيک از   

پردازيم. بطور قطع، ارتراط تنشاها و کرنشاها در مادلهاي مرتراه باالاتر از ياک، بواور          مي مرتره دوم

 توان نولت: مي دومغيرخطي خواهد بود. در خووف مدل کولي مرتره 

 (تكراري-6-88)
0 1 2ij ij ij im mj          

2 از کرنش مرتره دوتابع 

0 1 1 2 1 3 2a I a I a I     

 از کرنش مرتره يکتابع 
1 4 5 1a a I    

 از کرنش مرتره صفرتابع 
2 6a   

(6-152)    2

1 1 2 1 3 2 4 5 1 6ij ij ij im mja I a I a I a a I a          

1a  تا
6a (114-6ي )رابطاه  ولا بالند. در مقايسه با مدل مرتره اول ک مي پارامترهاي مدل رفتاري 

 ترياف قابال ت را دارد کاه باه صاور  زيار      4aو  1aتوان گفت که مدل مرتره اول تنهاا پارامترهااي    مي

 بالند: مي

(6-153) 
1

2

3

G
a K  

(6-154) 
4 2a G 

پارامترهاي 
1a  و

4a ( جايگزين 152-6را در متادله )نويسيم مي کرده و: 
 

(6-155) 
 2

1 2 1 3 2 5 1 6

2
2

3
ij ij ij im mj

G
K I a I a I G a I a    

  
        

  
 

 

زمايشاهاي  ابه قرال از بررساي عملكارد مادل در آ    امترهاي مدل رفتاري بايد مشبطور قطع ساير پار

گيارد. باا    ماي  ساده بدست آيند. بدين منظور دو آزمايش کرنش تک محوري و برش خالص مدنظر قرار
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توجه به مشخص بودن تانسور تنش و کرنش اين دو آزمايش، پارامترهاي مدل رفتاري از روي آنها قابل 

 ود.تتيين خواهند ب

 آزمایش کرنش تک محوری -0-1-7-3

 بالد: مي تانسور کرنش در حالت کرنش تک محوري به صور  زير

(6-156) 
11 0 0

0 0 0

0 0 0

ij





 
 


 
  

 

( تنش 155-6با بسط رابطه )
11 بالند: مي در اين حالت به صور  زير 

(6-157) 2 2 2 23

11 11 2 11 11 11 5 11 6 11

2
2

3 2

aG
K a G a a      
 

       
 

 

 :بالد مي به صور  زيردر رابطه فوق آخر است که نحوه محاسره جمله  لايان ذکر

(6-158) 2

6 6 1 1 6 2 2 6 3 3 6 11im mj i j i j i ja a a a a            

 رسيم: مي ( به رابطه زير157-6با فاکتور گيري از رابطه )

(6-159) 23

11 11 2 5 6 11

4

3 2

aG
K a a a  

  
       
   

 

 آيند: مي نيز به صور  زير به دستها  ساير تنش

(6-161) 2 23

22 11 2 11 11

2

3 2

aG
K a   
 

    
 

 

(6-161) 2 23

33 11 2 11 11

2

3 2

aG
K a   
 

    
 

 

(6-162) 12 13 23 0     

نمودار تغييرا  
11  بر حسب

11 ( در لكل 159-6طرق رابطه )(نشان داده لده است.21-6 ) 
 

 

نمودار تغييرات   :(91-0 شکل
11 بر حسب  

11  2و

11 (6114)دسای و سيریواردان  
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براي به دست آوردن چهار مجهول 
2a ،

3a ،
5a  و

6a  از ايان نماودار   نقطه انتخابي  چهاربه حداقل

( براي اين چهار نقطه، ضرايب 159-6با نولتن رابطه ) نشان داده لده است. نيز داريم که در لكل نياز

 آيند. مي مجهول بدست

 خالص آزمایش برش -0-1-7-9

 بالد: مي تانسور کرنش در اين آزمايش به صور  زير

(6-163) 
12

21

0 0

0 0

0 0 0

ij



 

 
 


 
  

 

تانساور  که بيانگر مدل الاستيک کولي مرتره دوم اسات  ( 87-6رابطه )اين تانسور در  ذاريبا جايگ

 د:مآ خواهدتنش به دست 

(6-164) 

2

12 12

2

0 1 12 2 12

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

ij

 

     

    
    

       
         

 

تاوان   ماي  کند اما با مشاهده رابطه باالا  نمي تنش برلي ايجاد ،کرنش محوريلازم به ذکر است که 

همچنين باا   در اثر اعمال کرنش برلي وجود خواهد دالت.حوري تنش مامكان ايجاد  نتيجه گرفت که

گردد که مولفاه   مي کرنش براي مولفه هاي مختلف تنش محوري ايجاد لده مشخص-بسط رابطه تنش

جهات اعماال   اما در صفحه عمود بار   ( مساوي،2و  1)صفحه برش اعمال تنش محوري در صفحه هاي 

متناي توزيع غيريكنواخت تنش محوري ايجااد لاده در اثار    برش متفاو  و الرته غير صفر است که به 

 اعمال کرنش برلي خالص )بر اساس مدل مذکور( خواهد بود.
 

(6-165) 2

11 0 2 12     

(6-166) 2

22 0 2 12     
(6-167) 

33 0  

(6-168) 
12 1 12   

(6-169) 
23 13 0   

(6-171) 1

3
ij ij nn ijS     

  11 11 11 22 33 11

1

3
S         

(6-171)      2 2

11 11 33 11 33 0 2 12 0 2 12

1 1 1 1
2

3 3 3 3
                   

(6-172) 2

22 2 12

1

3
S   
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(6-173) 2

33 2 12

2

3
S  


 

 ر صافحه بارش برابار   دش انحرافاي  تن( نيز مولفه هاي تانسور 173-6( تا )171-6بر اساس روابط )

(
11 22S S  .بالند مي عمود بر آن متفاو ، اما در صفحه (

  خالص برش شرایطدر  ی مدلتعیین پارامترها -0-1-7-1

 ي مرتراه دوم تانش هااي محاوري از مرتراه دوم     ولا در مدل ک(، 166-6) و( 165-6طرق روابط )

توزيتي خطي دالته و از مرتراه اول   برلي هايتنش (،169-6) و( 168-6بر اساس روابط ) بالد ولي مي

 :بالند مي محاسرهقابل زير  از روابطدر اين حالت ها  تنش .هستند
 

(6-174) 2 2

11 3 12 6 12a a    

(6-175) 2 2

22 3 12 6 12a a    

(6-176) 2

33 3 12a  

(6-177) 
12 122G  

(6-178) 
23 13 0   

 

 ( نشان داده لده است.21-6نمودار رابطه تنش محوري و تنش برلي با کرنش برلي در لكل )

 
 (6114)دسای و سيریواردان  تغييرات تنش و کرنش برشی در مدل الاستيک کوشی مرتبه دوم :(93-0شکل 

 

 مدل های الاستیک گرین مرتبه دوم -0-1-9

رابطه انرژي کرنشي بتنوان تابع مرتره ساوم از کرنشاها بواور     مدل الاستيک گرين مرتره دوم  در

کرنش براي اين مدل -( به ارتراط تنش141-6لود که با جايگذاري ان در رابطه ) مي زير در نظر گرفته

 :يابيم مي دست
 

(6-179) 2 3

0 0 1 1 2 1 3 1 4 1 2 5 2 6 3U b b I b I b I b I I b I b I       
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 b0شهاي صفر را لحاظ نماييم ضرايب بخش خطاي رابطاه يتناي    در صورتيكه براي کرنش صفر، تن

  :توان نولت مي برابر صفر خواهند لد و  b1و
 

(6-181) 2 3

0 2 1 3 1 4 1 2 5 2 6 3U b I b I b I I b I b I     

صرفنظر از ترمهاي درجه سوم و مقايسه مقادير باقيمانده با تابع انرژي کرنشي مدل گرين مرتراه  با 

 توان نولت: مي اول
 

(6-181) 
2 2

2 3 2(1 )(1 2 ) 2

K G E
c b

 

 
    

 
 

(6-182) 
1 5 2

(1 )

E
c b G


  


 

 ( داريم:ب-181-6در رابطه )اين مقادير جايگذاري با 
 

(6-183) 2 3

0 1 2 3 1 4 1 2 6 3

3 2
2

6

K G
U I GI b I b I I b I


     

 

 ( و مشتق گيري از آن داريم:141-6در رابطه ) فوقبا جايگذاري متادله 
 

(6-184) 
 2

1 3 1 4 2 4 1 6

2
3 2

3
ij ij ij im mj

G
K I b I b I b I G b    

  
        

  
 

 

، مرتراه دوم در رابطه مربوط به مادل گارين   دهد که  مي ( نشان155-6رابطه و رابطه ) مقايسه اين

 لاكل  توان گفات مادل گارين مرتراه دوم،     مي با يكديگر مساوي هستند. بترار  ديگر a5 و  a3ضرايب

 .بالد مي عدد 5و تتداد پارامترهاي آن يكي کمتر و  مرتره دوم استکولي خاصي از مدل 

 نش تک محوریکر شرایط 0-1-9-3

مجاددا از   b6و  b3 ،b4براي تتيين سه پارامتر باقيمانده مدل الاستيک گرين از مرتراه دوم يتناي   

گردد. در لرايط کرنش تک محوري با اعماال تانساور کارنش نشاان      مي نتايج تستهاي متمول استفاده

    ( خواهيم دالت:184-6( درون رابطه )156-6داده لده در رابطه )

(6-185) 
 2 2 2

11 11 3 11 4 11 4 11 11 6 11

24

11 3 6 11

2 1
3 2

3 2

34
3

3 2

G
K b b G b b

bG
K b b

      

 

 
       
 

  
       
   

 

(6-186) 2

22 33 11 3 4 11

2 1
3

3 2

G
K b b   
   

       
   
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(6-187) 
12 23 13 0     

 کارنش رابطاه   -از منحناي تانش  سه نقطاه  به حداقل موجود در روابط فوق، سه مجهول با توجه به 

 .( جهت تتيين مجهولا  نياز خواهيم دالت6-185)

 خالص برش شرایط -0-1-9-9

توان  مي (184-6( در رابطه )163-6ضتيت نيز با اعمال تانسور کرنش برلي خالص رابطه )در اين و

 نولت:

(6-188)  2 2 2

11 4 12 6 12 4 6 12

1

2
b b b b       

(6-189)   2

22 4 6 12b b   

(6-191) 2

33 4 12b  

(6-191) 
12 122G  

(6-192) 
13 23 0   

( نياز 188-6رابطه ) کرنش-دو نقطه از نمودار تنشدر صور  استفاده از اين آزمايش نيز حداقل به 

تاوان گفات کاه     ماي  با استفاده از اين آزمايش بدست نخواهد آمد. لذا b3يم. نكته مهم آنكه ضريب دار

 بالد. مي رفتاريکرنش تک محوري، آزمايش مناسب تري براي تتيين پارامترهاي اين مدل  آزمون

 



 622  الاستيسيته مبانی – ششم فصل

 مفصل شش اتتمرین

رابطه سرعت موج طولي در يک ميله محوور لده بادون امكاان تغييرلاكل جاانري را تتياين       .1

 کنيد.

 

بطوريكه تغييرلكل جاانري  ، در محيط ارتجاعي قرار گرفته بالددرصورتيكه ميله محوور لده  .2

 ر ميله را محاسره نماييد.موج طولي دانتشار سرعت سته به سختي محيط اطرافش بالد، بآن وا

 

بالاد.   ماي  باه صاور  زيار   دار  مدول الاستيسيته و نسرت پواسون يک نمونه خاك ماسه سيلت .3

 سرعت موج طولي، فشاري و برلي را در اين خاك محاسره کنيد.

70

0.25

E MPa






  

 در مقايسه مدلهاي الاستيک کداميک صحيح نيست؟ .4

 بالد. مي پارامتر مستقل 9اراي مرتره سوم د Greenمدل  -الف

 پارامتر مستقل است. 6مرتره سوم داراي  Cauchyمدل  -ب

 است. Greenزير مجموعه مدلهاي  Cauchyمدل  -ج

 لوند. مي بر مرناي ملاحظا  انرژي داخلي تتيين Greenمدلهاي  -د

 

 يد.مرتره سوم را تتيين نماي Cauchyفرم کلي و پارامترهاي لازم در مدل الاستيک  .5

مرتره سه، فارم ماتريساي تانساور تانش را باراي لارايط        Cauchyبا استفاده از مدل الاستيک  .6

کرنش مسطح و همچنين فرم ماتريسي تانسور کرنش را براي لرايط تانش مساطح محاساره و    

 مرتره دو مقايسه نماييد. Cauchyنتايج را با مدل الاستيک 

دست آوريد. مدل داراي چند پارامتر است و بر مرتره سه را ب Greenفرمولاسيون مدل الاستيک  .7

مرتراه ساه مقايساه     Cauchyلوند؟ پارامترهاي آن را با مدل الاستيک  مي چه اساسي محاسره

 نماييد.

 

 





 

 مبانی پلاستيسيته –فصل هفتم 

 

 هفتمفصل 

 

 مبانی پلاستيسيته

 

 

 
 

 

 مقدمه -7-1

باربرداري جسم به وضتيت اولياه تغييار    گردد که در آن حين مي رفتار پلاستيک به لرايطي اطلاق

 د.ماده باقي بمانلكل خود بر نگردد. به عرار  ديگر کرنشهاي پسماند در 

 
 بارگذاری، باربرداری و وقوع کرنشهای پلاستيک در ماده :(6-1 شکل

 

 ،اسااس ايان  نمايد. بر  مي فولاد حين کشش را ارائهيک نمونه از ( رفتار الاستوپلاستيک 1-7لكل )

باا   Bتاا   Aدر فاصله اما پس از آن، بوور  الاستيک خواهد بود.  Aفتار فولاد حين بارگذاري تا نقطه ر
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کرنش پسماند در نمونه باقي خواهاد  مقداري و  مشاهده نخواهد لدبازگشت به کرنش صفر  ،برداريبار

تاار بواور    رف ،Bنقطاه  نظيار  تا حواول مجادد تاراز تانش     و با بارگذاري مجدد نكته مهم آنكه ماند. 

باه  ( 1-7)نشان داده لده در لاكل   ي. رفتار کلو بر همان مسير باربرداري قرار خواهد دالتالاستيک 

 لود. مي خوانده 1عنوان رفتار سخت لونده

مواجه رفتار الاستيک  مجددا در خلال آن بانمايد و  مي نيز رفتاري مشابه ايجاد Cباربرداري از نقطه 

ي دارند اما مشابه از نظر سطح کرنش، لرايط Gو  Fنقاط (، 1-7كه در لكل )نديگر آنكته . خواهيم بود

کاه بارخلاف لارايط رفتااري     لاود   ماي  مشاخص  بدين ترتياب . بالد مي نظير آن دو متفاو تنشهاي 

الاستيک که در آن مقدار تنشها تنها وابساته باه مقادار کناوني کرنشاها باود، در وضاتيت پلاساتيک،         

 خواهد بود. وضتيت تنشهار مهمي در تاريخچه بارگذاري فاکتو

 تئوری پلاستیسیتهپیدایش و توسعه تاریخچه مرور  -7-2

گاردد کاه متياار     ماي  ( بار 1773) 2کولماب تحقيقا  به پلاستيسيته  تروريمراحث در خووف اولين 

مطارح لاده توساط    مفاهيم  ،(1853) 3انكينرخاك ارائه نمود. پس از آن  مثلتسليمي براي مواد جامدي 

از ( 1864) 4ديوارهااي حائال تتمايم داد. ترساكا     درخااك  محرك و مقاوم لمب را به مسائلي چون فشار کو

مساائل   در زمينه فلزا  مطرح نمود. وي با تحقياق بار  تروري پلاستيسيته را جمله نخستين کساني بود که 

 سال رائه کرد. درا 1864 سال خود را درمتروف متيار تسليم  ،و ذوب فلزا سوراخ لدگي  کاربردي همچون

در نيز  6اعمال نمود. لوِياي  استوانهمقاطع متيار ترسكا را در خووف پيچش و خمش  5، سنت ونانت1871

متادلاتي  1913در سال  7يزس. ون مکردسه بتدي مابين تنش و نرخ کرنش پلاستيک ارائه اي  رابطه 1871

بنيان را با ملاحظا  رياضي  ديگريمتيار تسليم  ارائه نمود وبراي بيان وضتيت تسليم در فلزا  مشابه لوِي 

 باراي بياان لارايط   اي  محادوده را با اضاافه نماودن    9تروري پلاستيسيته پرنتل 1931در نيز  8سيور. نمود

تروري تريين اصول بنيادين براي  مدونچارچوب با وجود همه اين تلالها، اولين الاستيک بهرود بخشيد. اماّ 

تسليم مهمي همچون مكانيزم آغاز لد و مفاهيم  11و پراگر 11با مطالتا  دراگرو  1945 سال پلاستيسيته از

 .قرار گرفتبررسي پس از تسليم مورد و رفتار ماده 

                                                            
1 Hardening behavior  
2 Coulomb  
3 Rankine  
4 Tresca  
5 Saint-Venant  
6 Levy  
7 von Mises  
8 Reuss  
9 Prandtl  
10 Drucker  
11 Prager  
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 1یملسمعیار ت -7-3

بالاد. در لارايط    ماي  از تنشاها اي  در واقع تسليم حد تغيير لكلهاي الاستيک تحت تاثير مجموعه

تک محوري يا مقاومات  فشاريي با پارامترهايي چون مقاومت  راين متيا ،يک بتديبوور  اعمال تنش 

باا توجاه باه    و سه بتدي بارگذاري در لرايط تتيين اين متيار  اما .قابل بيان است تک محوري کششي

متيار تسليم در لرايط کلي، لود.  مي يكديگر پيچيده براندرکنش نيرو و تغيير لكل در جها  مختلف 

 ن نمود.توان بوور  زير بيا مي را
 

(7-1)  11 22 33 12 23 13, , , , ,F F        
 

 توان به فرم زير رسيد: مي در صورتيكه رابطه بر حسب تنشهاي اصلي و جها  اصلي مرتب لود

(7-2)  1 2 3 1 2 3, , , , ,F F n n n    
 

3(، 2-7در رابطااه ) 2 1, ,    3تنشااهاي اصاالي و 2 1, ,n n n  يكااه در جهااا  اصاالي بردارهاااي 

بر حسب تنشهاي  را توان متادله زير مي اده بوور  ايزوتروپ لحاظ گرددمدر صورتيكه رفتار بالند.  مي

 نولت: تانسور تنشاصلي و يا نامتغيرهاي 

(7-3)  1 2 3, , 0F      

(7-4)  1 2 3, , 0F J J J   

تاثير فشار هيدرواستاتيک قابل اغماض است. بترار   در خووف فلزا لازم به ذکر است که عموما 

 چنداني حتي تحت تاثير تنشهاي دورگير بسيار بالاتر نشاان نخواهناد داد. لاذا    حجمديگر فلزا  تغيير 

توان تسليم در فلزا  را مساتقل از تانش دورگيار فارض نماود و متادلاه تساليم را تنهاا تاابتي از           مي

 ش انحرافي دانست:نامتغيرهاي دوم و سوم تانسور تن

(7-5)  2 3, 0D DF J J   

 3وسترگارد -2ایفضای تنش ه -7-4

به عنوان محورهاي مختوا  در نظر گرفته لوند، فضاي تانسور تنش، در صورتيكه سه جهت اصلي 

در اين  .دهد مي نشانفضاي تنش مذکور را  2-7نامند. لكل  مي وسترگارد -يامذکور را فضاي تنش ه

 نامند. مي 4دهد را نيمساز فضايي مي ، خطي که با هر سه محور مذکور زواياي برابر تشكيلفضا

                                                            
1 Yield criterion  
2 Haigh  
3 Westergard  
4 Space diagonal  
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 وسترگارد -فضای تنش های :(2-1 شکل

 

 بالد: مي به لرح زير قابل محاسره OPيا طول  P نقطه دلخواه در لكل فاصله مردا تا

(7-6) 2 2 2 2

1 2 3OP       

 هيم دالت:در امتداد نيمساز فضايي خوا

(7-7) 1

1 2 3
3

J
      

 بالند: مي به قرار زير ي نيمساز فضاييکسينوسهاي هادي در راستا

(7-8) 1 2 3

1

3
n n n    

 زير خواهد بود: صور بدين ترتيب متادله صفحه عمود بر نيسماز فضايي به 

(7-9) 1 2 3 c      

 لود: مي با رابطه زير محاسره Oگذرنده با متادله فوق تا مردأ فاصله هر صفحه 

(7-11) 
1 1 1 3

c c
d  

 
  

 توان نولت: مي بنابراين

(7-11) 
1 2 3 3d      

بر اساس اين متادله تانش هيدرواساتاتيک   سمت چپ اين رابطه همان تنش هيدرواستاتيک است. 

 ناميده 1يابد. اين صفحه با اين مشخوه صفحه اکتاهدرال مي له از مردأ ازديادبطور خطي با افزايش فاص

                                                            
1 Octahedral plane  
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متيار تسليم از تنش هيدرواستاتيک، لكل و اندازه  استقلالدر صور  فرض لود که  مي نتيجهلود.  مي

 يكسان خواهد بود. (لود مي ناميده 1تسليم سطحکه )متيار بر صفحه اکتاهدرال 

صفحه  ، متمولامتيار تسليم مستقل از فشار هيدرواستاتيک استه آنكه با توجه بفلزا  خووف در 

صفحه گذرنده از لود.  مي مختوا  براي تتيين منحني تسليم در نظر گرفتهاز مردأ گذرنده اکتاهدرال 

الرته اين لكل لده است.  نشان داده 3-7. اين صفحه در لكل لود مي لناخته 2پي صفحه با ناممردأ 

 6Tالاي   1T خواهاد باود. لاش نقطاه     برقرار ايزوتروپ و مقاومت برابر در کشش و فشاربا فرض رفتار 

 .خواهد دالت از صفحه  31ع افاصله برابري از مردأ دارند و متيار لرايط متقارني در هر قط

 
 (6114)دسای و سيریواردان  حنی تسليم بر صفحه تصویر من :(3-1 شکل

 تسلیم در پلاستیسیته فلزات هایمعیار -7-5
 گردد. مي ارائه منحني تسليم نظيرلان در صفحه  لكلچند متيار تسليم و در اين بخش 

 1معیار تسلیم ون میزس -7-3-3
افتد که نامتغير دوم تانسور تنش انحرافي به حد  مي ، تسليم زماني اتفاقون ميزس بر اساس تروري

اساس اين متيار تسليم بر آن است که انرژي در سيستم باه حادي برابار     ،خاصي برسد. در واقعآستانه 
 راين:نابانرژي تسليم نظير لرايط کشش ساده برسد. ب

 2

2                         DJ k Elasticcondition  

 2

2                        DJ k Y ield of material  

                                                            
1 Yield locus  
2  -plane  
3 von Mises  
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2 2 2 2 2 2 2

11 22 22 33 33 11 12 23 13

1
( ) ( ) ( )

6
k                     

 با در نظرگيري تنشهاي اصلي 
(7-12) 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1

1
( ) ( ) ( )

6
k               

 توان نولت: مي تحت لرايط کششي ساده
 

2     )حد تسلیم کششی( (7-13) 3 10       &         yt        
 

 نيز داريم: در فشار و کششتسليم  با فرض برابري تنش
 

(7-14) yt yc y     
 

که 
y  .توان نولت: مي بدين ترتيبتنش تسليم کششي يا فشار تک محوري است 

(7-15) 2 2 2

1

1 1

3 3
  

3
 

y

yk k


   

  
(7-16) 

2

2 2 2 2 2 2

11 22 22 33 33 11 12 23 13

1
( ) ( ) ( )

6 3

y
                    

 

هاي  مولفهگيريم. با جايگذاري  مي آزمايش برش خالص را در نظر براي بررسي عملكرد متيار تسليم،
 متادله بالا خواهيم دالت:تانسور تنش در 

 11 22 33 23 13 0          

 12 s   

(7-17) 
    

3

y
s


   

نمايد تنش تسليم در بارش سااده باه     مي براي موالحي که از متيار ون ميزس ترتيت بدين ترتيب

 ميزان
1

3
لاكل کلاي متياار در لارايط      برابر مقدار نظير در کشش يا فشار تک محوري خواهد بود. 

3تنش مسطح ) 0 :بوور  زير قابل بيان است ) 

 
2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 1  ( ) ( ) ( ) 6 2 yk                

 
2 2 2

1 2 1 2      y         

 
(7-18) 

 

2 2

1 2 1 2    1
y y y y

   

   

      
         

      
      
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1اين متادله در دستگاه مختوا   2:
y y

 

 

   
      
   

 کاه باه بيضاي ون ميازس مشاهور      استيک بيضي  

2به لتاع اي  تووير متيار بر صفحه پي نيز دايره. بالد مي

3
y ( تواوير متيار بر اين 4-7است. لكل )

 دهد. مي صفحا  را نشان

 
 (6114)دسای و سيریواردان  یر معيار ون ميزس در شرایط تنش مسطح و صفحه تصاو :(4-1 شکل

 3معیار ترسکا -7-3-9
دهد که مقدار حداکثر تانش برلاي در جسام ايجااد      مي تسليم در زماني روي ،بر اساس اين متيار

د. در دها  ماي  را نشانپلاستيک يط لراگردد. تمامي وضتيتهاي داخل متيار تسليم الاستيک و روي آن 
 هاا لود که براي بساياري ماواد از جملاه خاک    مي اين متيار تنش تسليم در کشش و فشار يكسان فرض

مشخص لاد، لاش    پي گردد. همانطور که در بخش توصيف صفحه مي يک محدوديت بزرگ محسوب
5ع مختلف از صفحه در وضتيتهاي تنش اصلي متفاو  وجود دارد. در قطته اقط 6T OT توان نولت: مي 

(7-19)  2 3 1 2 1

1
        

2
maxT          

1، تنش برلي حداکثر yدر لرايط تک محوري با تنش تسليم (، 5-7طرق لكل ) 2 y است. 

 
 ارتباط مقاومت برشی و مقاومت فشاری تک محوری :(2-1 شکل

                                                            
1 Tresca  
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 2 1

1 1
  

2 2
y     

(7-21) 2 1    y     

 خاط )ياا صافحه اي( ماوازي     ،در فرمولاسيون، متيار تسليم ايان قطتاه   3با توجه به عدم تأثير 

3صفحه  0   در کشش و فشاار در لاش   خواهد بود. بدين ترتيب با توجه به مساوي بودن مقاومت
 گردد: مي( ترسيم 6-7و مطابق لكل ) کلي متيار ترسكا بوور  زير نتيجه فرم ،قطته

 (7-21)  1 2 1 2

1
      

2 2

y

y


    


     

  
(7-22)  2 3 2 3

1
      

2 2

y

y


    


     

  
(7-23)  3 1 3 1

1
     

2 2

y

y


    


     

 
تانش  مولفه ساوم   ،صفر هستند رابردو مولفه تنش اصلي بدر لرايط تک محوري که  بر اين اساس،

برابر مقاومت تسليم  موجود
y  .خواهد بود 

 توان نولت: مي نيزمشابه متيار ون ميزس در لرايط برش خالص 
 

1

2

3

0 0

0 0        

0 0 0 0

S S

S S



 



  
 

    
 
   

  

       yS S      

(7-24) 
2

y
S


 

حاداکثر تانش برلاي در لارايط بارش خاالص        ،بر اساس متيار تساليم ترساكا  ود که ل مي نتيجه
1 2 y بارش خاالص نواف     حين اعماال تنش تسليم  دهد که مي نشان . بدين ترتيب اين متياراست

 .استلرايط تنش تک محوري 

 
3تصویر معيار تسليم ترسکا بر صفحه  :(1-1 شکل 0  
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خطوط متارف مساير    ارائه لده است. (7-7) مقايسه متيارهاي تسليم ترسكا و ون ميزس در لكل
همانطور کاه   لكل نشان داده لده اند.اين در نيز لرايط برش خالص و کشش تک محوري تنش نظير 

اسات.  گردد، متيار ون ميزس دربرگيرنده و محيط بر متيار ترسكا در هر دو صفحه ماذکور   مي ملاحظه
سارت تانش   ناسات اماا    منطراق تنش تسليم در لرايط کشش يا فشار تک محوري براي هر دو متياار  

که نشاانگر تحمال تانش بيشاتر در      تسليم در لرايط برش خالص براي دو متيار از قرار زير خواهد بود
 لرايط متيار وزن ميزس نسرت به ترسكا است.

(7-25) 
 

32

22 
3

y

y







 

 
3 و ات معيارهای ترسکا و ون ميزس بر صفح تصویر :(1-1 شکل 0   (6114)دسای و سيریواردان 

 
 

 رفتار پس از تسلیم -7-6
 از قارار زيار  پس از وقوع تسليم در آنهاا  لريه سازي رفتار مواد متفاو  براي بطور کلي وضتيتهاي 

 لود: مي ز بحث در خووف رفتار پلاستيک، به آنها الارهرل ابالند که ق مي
 1کامل الاستيکرفتار  -الف
 2کامل پلاستيک -صلبرفتار  -ب
 3خطي و سخت لونده با کرنش -صلبرفتار  -پ
 4کامل پلاستيک -الاستيکرفتار  - 

 1با کرنش گي خطيسخت لوند -الاستيکرفتار  -ث

                                                            
1 Perfectly elastic  
2 Rigid, Perfectly plastic  
3 Rigid, linear strain hardening  
4 Elastic, perfectly plastic  
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مذکور به همراه روش مدلسازي آنها با استفاده از جرم و فنر  ( نمايي از انواع مختلف رفتارهاي8-7لكل )

 گردد. مي نيز مشاهده 2کرنش رفتار نرم لونده-در لكل آخر، در انتهاي منحني تنش دهد. مي را نشان

 
 (6114)دسای و سيریواردان  رفتار پس از تسليم برای شرایط مختلف :(1-1 شکل

 3تنشتاثیر مسیر  -7-7

و تنها  ستيک ماده که در آن پاسخ سيستم هيچگونه وابستگي به مسير تنش نداردبرخلاف رفتار الا

، در وضتيت رفتار پلاستيک پاسخ سيستم باه لاد    بر اساس وضتيت کنوني کرنشها قابل تريين است

( باا ارائاه   1968) 4دلساون منخواهاد باود.    و تاريخچاه بارگاذاري قرلاي    تحت تاثير مسير تنش اعمالي

                                                                                                                                                       
1 Elastic, linear strain hardening  
2 Softening  
3 Stress path  
4 Mendelson   
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(، باا  9-7( در لاكل ) 1در مساير تانش )   .نمايد مي وضوع را توضيح و علت آن را اثرا استدلالي، اين م

در درون سطح تسليم کناوني و در نتيجاه در ناحياه     Aتا  Oاعمال بارگذاري محوري بر نمونه از نقطه 

رفتار به حالت الاستو پلاستيک  Aرفتار الاستيک قرار داريم. به محض رسيدن به سطح تسليم در نقطه 

غيير يافته و به علت سخت لوندگي سطح تسليم کنوني بزرگتر و باه سامت خاارج گساترش خواهاد      ت

از نوع محوري بوده  Bتا  Aيافت. با توجه به اعمال نيروي محوري در اين لرايط، کرنش پلاستيک بين 

 ( قابل تتيين است:26-7و بر اساس رابطه )

 
 (6114مسير تنش )دسای و سيریواردان رفتار پلاستيک به  وابستگی برای( 6111استدلال مندلسون ) :(1-1شکل

 

(7-26) P P

x   

 صفر بودن تغييار حجام حاين کشاش سااده در وضاتيت پلاساتيک       عدم تغيير حجم و با توجه به 

 توان نولت: مي

(7-27) 
2

P
P P

y z


     

 برابر صفر خواهند بود.نيز ي برلي همچنين کليه کرنشهادر اين لرايط بارگذاري، 

(7-28) 0p p p

xy yz zx      

کرنشها کاملا  الاستيک خواهد باود.   Cگيرد، حين باربرداري تا نقطه  انجام Cاگر باربرداري تا نقطه 

کال ايان   ادامه دهيم، با توجه به قرارگيري  CDEبا ترکيب برش و کشش به مسير  در اين وضتيت اگر
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هيچگوناه کارنش    در لاكل،  2 لاماره  کناوني يتناي ساطح    محدوده ساطح تساليم  ش درون مسير تن

 برابر خواهد بود. Bبا نقطه  Eپلاستيكي ايجاد نخواهد لد. بدين ترتيب کرنش پلاستيک در نقطه 

 بواور   تغيير لكل Gتا نقطه  نمايد. مي حرکت OGH خالص در مسير برشتلاش دوم، ابتدا نمونه در 

با توجه به صفر باودن تغييارا  حجماي نموناه     . بودپلاستيک خواهد  وضتيتبه  Hتا  Gالاستيک و از 

 :هستنداز قرار زير  Hنشهاي پلاستيک در حين اعمال برش خالص، کر
 

(7-29)   0P P P

x y z      

(7-31)                       0p p p p

xy yz xz       
 

باه   KLE کشش و نياروي محاوري   ترکيري تنشبا مسير  سپسانجام و با  Kحال اگر باربرداري تا 

زيرا  همگي الاستيک خواهند بود Eو بارگذاري تا  Kتا  برسيم، تغيير مكانها در باربرداري Eنقطه همان 

 E نقطه کرنش پلاستيک دربدين ترتيب . قرار داريم 2درون منحني تسليم کنوني يتني منحتي لماره 

 د بود.نبرابر خواهبا هم  H و

، Eدر نقطاه   علاي رغام وضاتيت نهاايي يكساان هار دو مساير تانش        مذکور،  حالت در مقايسه دو

خواهناد باود. ايان     بوجود آمده در اين نقطه، تحت دو مسير تنش مختلف، متفاو کرنشهاي پلاستيک 

کند تاريخچه بارگاذاري بار    مي دهد و بيان مي موضوع تأثير مسير تنش بر کرنشهاي پلاستيک را نشان

 بالد. مي تيت کرنشهاي پلاستيک موثرپاسخ سيستم در وض

 تعیین کرنشهای پلاستیک -7-8

 3میزس-کرنش لوی-رابطه تنش -7-9-3

ميزس بوده است. -روابط لوي ،کرنش در لرايط پلاستيک-از اولين تلالها براي تتيين ارتراط تنش

 ارائه نمود.يک براي تتيين کرنشهاي پلاستبا صرفنظر از کرنشهاي الاستيک رابطه زير را  (1871) لوي
 

  
     

33 23 1311 22 12

11 22 33 12 23 13

d d dd d d

S S S S S S

    
     

  
(7-31)                                       ij ijd S            یا 

 مثرتي اسات کاه   مقدار  جزء کرنش )پلاستيک(، ijd، انحرافيتانسور تنش  ijSدر اين رابطه 

لاود.   ماي  ميازس نياز نامياده   -لاوي قانون جرياان   ،در خلال بارگذاري تغيير نمايد. اين رابطهتواند  مي

تسليم تراکم ناپذيرناد  پروسه لود که مواد تحت جريان پلاستيک و يا  مي فرض رابطهدر اين همچنين 

 :توان نولت مي لذا

                                                            
1 Levy- Mises  
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(7-32)      1
 

3

p

ij

P P P

ij ij kk ijE       

  د بود.نخواهبرابر کرنش پلاستيک کل  انحرافي با تانسورکرنش تانسور بنابراين 

رابطاه  رسد کاه   مي با توجه به فرض دوم، يتني صفر بودن تغييرا  حجم حين پروسه تسليم، بنظر

 گرچه براي بساياري از مواالح ژئولاوژيكي رابطاه مناساري      ميزس براي عمده فلزا  مناسب است-لوي

ميزس عليرغم کوچک بودن کرنشهاي الاساتيک در خااك و   –ن ترتيب بطور رابطه لِوييبدنخواهد بود. 

مدل هماهنگ است( جوابهاي مناساري در   فرض اولقابل توجه بودن کرنشهاي پلاستيک در آن )که با 

 )کهست و غيرقابل صرفنظر ا بزرگتردر فلزا  که دامنه کرنشهاي الاستيک  وليدهد،  نمي موالح خاکي

 جوابهاي مناسري ارائه خواهد کرد. (بالد مي مدل ناهماهنگ اولين فرضبا 

 3سیور-پرنتل کرنش-رابطه تنش -7-9-9

و بر خلاف گردد  مي الاستيک و پلاستيک لحاظ يدر اين متيار، کرنش کل بوور  مجموع کرنشها

 گردد. نمي از کرنشهاي الاستيک صرفنظر متيار قرلي،

(7-33) e pd d d     

در هر مرحله از بارگذاري  انحرافي واردهجزء کرنش پلاستيک متناسب با تنش  ،بر اساس اين متيار

 است:

 
33 23 1311 22 12

11 22 33 12 23 13

p p pp p pd d dd d d

S S S S S S

    
       

(7-34)    p

ij ijd S    
 

 توان نولت: مي از يكديگرآنها و کسر  براي مولفه هاي مختلف با نولتن روابط

(7-35)  11 22 11 22 p pd d S S      

(7-36)  22 33 22 33 p pd d S S      

(7-37)  33 11 33 11 p pd d S S      

(7-38) 22 33 33 1111 22

11 22 22 33 33 11

p p p pp p d d d dd d

S S S S S S

    


 
  

  
  

 

 توان نولت: مي در اين رابطه نيز 𝜆 ضريب تتيينبراي 

  11 22 33

11 11 11 11 22 33

2 1
 

3 3 2

pd S
  

       
     

         
   

  

  22 22 11 33

2 1

3 2

pd     
 

   
 

  

                                                            
1 Prandtl- Reuss  

0 
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  33 33 11 22

2 1

3 2

pd     
 

   
 

  

 12 12 23 23 13 13              ,                      ,        p p pd d d         

  

            
2 2 2 2 2 2

11 22 22 33 33 11 12 23 136 6 6p p p p p p p p pd d d d d d d d d                 

      
2 2 22 2 2 2

11 22 22 33 33 11 12 23 136 6 6                  
 

  

 
2 2 2 9 ( ) 9( )p

oct octd    

(7-39) 
2

3
    

2

p p

oct oct

oct D

d d

J

 



   

انسور تنش و کارنش  و بوور  تابتي از ت ثابت نروده 𝜆دهد، ضريب  مي انطور که اين رابطه نشانهم

 در هر لحظه و بر اساس نامتغير دوم تانسور تنش انحرافي و کرنش اکتاهدرال قابل محاسره است.

 حجمیبرشی و  هایکرنشاجزای  تعیین -7-9-1

دهد. تغيير تانش در   مي را نشان و پلاستيکمرز ناحيه الاستيک و سطح تسليم يک  (11-7لكل )

نماو تغييرمكاان و    ارترااط . استل هاي برگشت پذير يا الاستيک داخل سطح تسليم همراه با تغييرلك

همساان و   رفتاار فارض  باا  . قابل محاسره اسات خووصيا  الاستيک خاك  مشخص کردننمو تنش با 

که در آن  لود مي زير نولتهصور   ابطه تنش کرنش الاستيک بهر ،خاك درون سطح تسليمالاستيک 

 قابل تتيين است. گينيانتغييرا  حجم با تغييرا  تنش موثر م

(7-41) 

1
       0

1
0       

3

e

v

e

s

pK

q

G

 



 
    

     
     
  

 

e در اين رابطه

v الاستيک نمو کرنش حجمي ،e

s الاستيک نمو کرنش برلي،p    نمو تانش

  بالد. مي مدول برلي خاك G دول بالک ومK  تنش انحرافي،q ،ميانگينموثر 

qتنش  در صفحه (yl)تسليم  سطحبا نمونه خاك  p ( نشاان داده لاده    -11-7در لكل )الاف

يخچاه بارگاذاري قرلاي    الف( از روي تار-11-7مكان، لكل و اندازه سطح تسليم خاك در لكل ) است.

لود. يكي از حالتهاي محتمل بارگذاريهاي پيشين، تراکم يک بتدي خاك بالد. مساير   مي نمونه متين

qدر صفحه تانش )  OCتنش مربوطه با خط مستقيم  p     نشاان داده لاده کاه از نقطاه )C   نظيار

 کند.  مي ب عرور-11-7ل در لك( ncl) 1بر خط فشردگي نرمالحداکثر فشردگي خاك 

                                                            
1 Normal compression line  
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 بالاد  ماي  تتياين قابال   1حجام مخواوف   مقادار  نياز  ساطح تساليم   درون A هار نقطاه مانناد   راي ب

 1 e حجمتغييرا  نقطه در صفحه نظير اين  وضتيت بدين ترتيبp  ( 11-7در لكل- )ب

 در در نمونه، وضتيت جدياد تغيير حجم  و بروز Bبه نقطه  Aنقطه قابل ترسيم است. با تغيير در تنش موثر 

 2بارگاذاري  -بااربرداري  وطخطا  وضتيت تمامي نقاط داخلي سطح تساليم بار   .لود مي محاسرهصفحه  اين

 قابل بازگشت را مترفاي و که ترکيب حجم مخووف و تنش موثر در حالت الاستيک  قرار دارند (url) مجدد

توان در مقيااس لگااريتمي بواور      مي بارگذاري مجدد را-زوتروپ و خط باربرداريخط تحكيم اينمايد.  مي

 ( و بوور  خطي رسم نمود. 13-7نشان داده لده در لكل )

 
 (6112 3، )وود(url)باربرداری مجدد -و خط بارگذاری (yl)تسليم  تابع، (ncl) نرمالخط تراکم  :(62-1شکل

                                                            
1 Specific volume  
2 Unloading-reloading line  
3 Wood  
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lnدر صفحه  (url)باربرداری مجدد -گذاریو خط بار نرمالخط تراکم  :(66-1شکل  p  

 

 آيد: مي به صور  زير در (ncl) تحكيم ايزوتروپ رابطه خط در اين فضا 

(7-41)  ln p     

 :لود مي نولتهبه صور  زير  (url)بارگذاري مجدد -رابطه خط باربرداريهمچنين 

(7-42) ln p     

  و ليب دو خط و  و  1خطوط در عرض از مرداp      بر حساب واحاد تانش در(

 بالد. مي (11-7 لكل

محاور  درنظرگيري نيمه لگاريتمي با  مقياساغلب در  1دئومتريتحكيم يک بتدي يا انتايج آزمايش 

 و بااربرداري باا اساتفاده از اناديس     در نتيجاه رفتاار فشاردگي    .لاوند  مي لگاريتمي رسم به فرم تنش

در ايان صاور     ت.قابال بياان اسا   ( نمايش داده 12-7)که در لكل  sCو انديس تورم  cC فشردگي

 به صور :خط تحكيم ايزوتروپ رابطه 

(7-43) 
10logc c vC    

 لود: مي و رابطه باربرداري يا تورم به صور  زير نولته

(7-44) 
10logs s vC    

1v خطوط در عرض از مردا sو  cکه در آن     )لايب   د.نبالا  ماي  )بر حسب واحد تانش

 کنند: مي در متادلا  اخير به صور  زير با يكديگر ارتراط پيدا وطخط

(7-45) ln10 2.3cC   

(7-46) ln10 2.3sC   

                                                            
1 Oedometer test  
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sC و اندیس تورم cC فشردگی سنتایج آزمایش تراکم یک بعدی ادئومتر با اندی :(62-1شکل 

 
 

 به صور  زير نولته لود:، فرم ديفرانسيلي اين متادله (42-7رابطه )با مشتق گيري از 
 

(7-47) e p

p


 


 


 

 

بالاد. از   ماي  الاساتيک  ياا  نشان دهنده تغييرا  حجمي قابال بازگشات   eبالانويس  در اين متادله،

 لود: مي آنجايي که تغييرا  در حجم مخووف باعث تغييرا  در کرنش حجمي

(7-48) 
e

e

v







 

 لود: مي ( به صور  زير نولته48-7رابطه )

(7-49) 
e

v

p p

vpp

 
 





 
 


 

 لود: مي نتيجه( 49-7با توجه به رابطه )

(7-51) p
K






  

 کرنش حجمی و سخت شوندگی پلاستیک -7-9-1
 مانناد  تسليم در نظر گرفتاه لاد. تغيياري در تانش     سطحدر قسمت قرل تغييرا  تنش در داخل 

 مطابقرا در نظر بگيريد که  آنبيرون از  Lتا نقطه  (yl-1)کنوني تسليم  سطحبر  Kمسير تنش از نقطه 

   تساليم جدياد   تاابع بايد بار ياک    Lحالت تنش ما مسل. لود مي باعث تسليم خاك (الف-15-7)لكل 
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(yl-2) .که بدون توجه به ميزان فشار پيش تحكيمي لكل سطح تساليم ثابات    لود مي فرض واقع لود

منجار  که  يبدون توجه به مسير تنشلكل سطح تسليم  در ضمنکند.  مي مانده و فقط اندازه آن تغيير

  ح تسليم متوالي هميشه لكل يكسان دارند.ور  ديگر سطبه عرا .ماند مي ثابتلود،  مي تشكيل آن به

. درصورتيكه بار اسااس   قرار دارد  yl-1  تسليم تابعبر روي  Aتا نقطه  عادي تحكيم يافتهخاك وضتيت 

برسايم، ساطح    Bباه نقطاه    nclب( با افرايش تنش ايزوتروپ و تحكيم بيشتر خاك بر خاط  -13-7لكل )

صفحه تنش را خواهيم دالت. اما در صور  باربرداري در هار کادام از    در yl-2تسليم جديد گسترش يافته 

ب(، با توجه به عدم ايجاد کرنشهاي پلاستيک، تنها بار روي  -15-7در لكل ) B و  Aوضتيتهاي نظير نقاط 

کاه بار    صافحه تغييارا  حجماي،   در  Lو  K سطح تسليم کنوني حرکت خواهيم نمود. بدين ترتيب، نقااط 

 .لوند مي واقع yl-2و  yl-1بترتيب بر منحنيهاي تسليم قرار دارند در صفحه تنش  url-2و  url-1خطوط 

ميزان اخاتلاف  با افتد،  مي الف( اتفاق-13-7در لكل ) Lتا  Kدر مسير تنش از که  کل تغيير حجم

پلاساتيک  -ساتو الا سازي رفتاربراي مدل .لود مي مشخص vبرروي محور عمودي   مخووف حجم

 :نمودخاك لازم است که اين تغيير حجم کل را به دو بخش برگشت پذير و غيرقابل برگشت تقسيم 
 

(7-51) e pv v v    
 

-لود که تغيير حجام پلاساتيک خااك، تفااو  دو خاط بااربرداري       مي ( مشاهده14-7در لكل )
 .بالد مي بارگذاري مجدد در تنش موثر ميانگين ثابت

 
  با افزایش تنش تحکيمی، yl-2به  yl-1تسليم از  سطح انبساط -الف :(63-1شکل 

 (6112)وود  url-2به  url-1بارگذاری مجدد از -تغييرات متناظر خط باربرداری -ب
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 تنش موثر ميانگين رسم شده در مقياس لگاریتمی :(64-1 شکل

 

 ير است:به صور  ز url-1بارگذاري مجدد -متادله خط باربرداري

(7-52) 
1 1 ln p     

 

 به صور  زير است:نيز  url-2بارگذاري مجدد -متادله خط باربرداريهمچنين مطابق لكل، 
 

(7-53) 
2 2 ln p     

 

ادلا  باالا  در متا  از تغيير در عرض از مردا مربوط به بخش پلاستيک  مخووفتغيير در حجم 

 آيد: مي به دست

(7-54) 
2 1 2 1

p

k kv v v      
  

 Bو  Aبدين ترتيب، تغيير حجم الاستيک از کم کردن اين مقدار از کل تغيير حجم مخووف بين نقاط 

 گيفشارد خاط   بر Aمتناظر نقطه تنش  01p( بدست خواهد آمد. همچنين در اين لكل، 14-7در لكل )

بنابراين تغيير حجم پلاستيک بواور  تغييار در حجام    . بر اين خط است Bنقطه  تنش نظير 02p ونرمال 

 کااهش  01pافازايش و ساپس مجاددا باه      02pبه  01pمخووف وقتي تنش بر خط فشردگي نرمال از 

 توان نولت: مي (42-7و ) (41-7)  از متادلابالد. بر اين اساس  مي يابد نيز قابل تتريف مي
 

(7-55) 02 02

01 01

ln( ) ln( )p P P

P P
  

 
   

 
  

(7-56) 02

01

( ) ln( )
P

P
 


  


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دهد را  مي رخ Bتا  Aميانگين از موثر (، تغيير حجم کلي که با افزايش تنش 55-7جمله اول در متادله )
يتناي   تنش ميانگين باازمي گاردد  با کاهش دهد و جمله دوم قسمتي از اين تغيير حجم است که  مي نشان

 :نولتبه صور  زير  توان مي به فرم ديفرانسيلي متادله فوق را .دهد مي را نشان تغيير حجم الاستيک

(7-57) 0

0

( )p p

p


  


  


 

 :بدست خواهد آمدبه صور  زير پلاستيک کرنش  (،57-7( و )48-7با ترکيب متادلا  )

(7-58) 0

0

( )p

v

p

p


  




 


 

تفاو   کرنش حجمي الاستيک بوده وتغييرا   ربوط بهم( 49-7) متادلهابطه اخير بسيار لريه به ر
)  . ضريببالد مي مشاهده لده در ضرايب آنها  پلاستيک را  حجم يرکه تغي (58-7در متادله ) (

)ضااريب براباار  4 اکنااد حاادود  مااي کنتاارل  در متادلااهيياار لااكل الاسااتيک را  کااه تغاساات  (
pهمچنين زماني که تنش موثر ميانگين ) نمايد. مي کنترل( 7-49) ي کند تغييرا  حجما  مي ( تغيير

تسليم کاه   تابعکه اندازه  افتد مي اتفاقپلاستيک تنها زماني حجمي   دهد ولي تغييرا مي رخ الاستيک

0pنرمال ) فشردگيبا تنش  .مشخص لده تغيير کند ) 
 بالد: مي مقدار کل نمو کرنش حجمي مجموع مقادير الاستيک و پلاستيک آن

 

(7-59) e p

v v v    

(7-61) 0

0

( )v

pp

p p


   

 


  

 
 

 

 :توان نولت مي به همين ترتيب در مورد تغييرا  کلي در حجم مخووف

(7-61) e p    

(7-62) 0

0

( )
pp

p p


   


   

 
 

 

است و در نقاط کنوني  تابع تسليم، حالت تنش در راس قرار دارد تراکم يک بتديتحت زماني که خاك 

A ،B  وC  0 با( 15-7)در لكلp p  توان نولت مي (61-7رابطه ) قرار داريم. با جايگذاري در: 
 

(7-63) 
v

p

p


 







 

 و تغيير کل در حجم مخووف برابر است با:

(7-64) 
p

p


 


 


 

 نرمال باه دسات   فشردگيخط متادله همان يا  Cو  A ،B، مكان هندسي نقاط که با انتگرال گيري
 آيد: مي
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(7-65)  ln p     

 
 فشردگی نرمال خطنقاط نظير آنها بر تسليم و تنشهای هندسی  مکان :(62-1 شکل

 

در  يبراي توضيح بيشتر در زمينه تفكيک کرنش حجمي الاستيک و پلاساتيک، پاساخ خااك رسا    

لاوند را در نظار    ماي  لاروع  Pکه از نقطه  yl-1ليم تس سطحدر  PSو  PQ ،PRسه مسير تنش  مترض

کناد در نتيجاه پاساخي کااملا      مي تسليم حرکتتابع داخل سمت به  PQ(. مسير 16-7بگيريد )لكل 

p متراک. در صفحه در بر خواهد دالتالاستيک را    بارگاذاري -بااربرداري  بر روي خطاين مسير 

( 47-7ند که تغيير حجم و تغيير کرنش الاستيک آن به ترتيب توسط روابط )ک مي حرکت url-1 مجدد

0p تنش پايش تحكيماي   آيد. اين تغييرا  الاستيک، تغييري در مقدار مي ( به دست49-7و )   ايجااد 

 کند. نمي

q تنش در جهت قائم به سمت بالا در صفحه PRمسير تنش  p در p   کناد  ماي  ثابات حرکات. 

نرماال از   توان آن را باا فشاردگي   مي گيرد که مي قرار yl-2تسليم جديد تابع حالت تنش موثر جديد برروي 

01p   02تاp   يا حرکت بر خط فشردگي نرمالncl از A  تاB  تسليم جدياد  تابع . بيان نمود 16-7در لكل

yl-2 بارگذاري مجدد –با خط باربرداريurl-2    از نقطاه  همراه اسات کاهB  آغااز نرماال   فشاردگي خاط   بار 

pتنش ماوثر مياانگين   تغيير ( و با توجه به عدم49-7طرق رابطه ) .گردد مي  ،  الاساتيک  حجماي  کارنش

کاملا پلاستيک خواهد بود. تغيير حجم نمونه در اين مسير تنش بوور  حجم تغيير  لته و بنابراينوجود ندا

 ( قابل محاسره خواهند بود. 58-7) ( و57-7و کرنش حجمي پلاستيک به ترتيب از روابط )
 



 641 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

 
  (6112)وود  بررسی کرنشهای حجمی ایجاد شده در مسيرهای مختلف تنش :(61-1 شکل

 

pتنش موثر ميانگين تغيير در طي آن هکدهد  مي حالتي را نشان PS تنش مسير   به انادازه  دقيقا

بار   Sنقطاه  علاوه بر قرارگيري نقاط طوري انتخاب لده اند که  است اما PQ تنش مسيرمقدار نظير در 

باه  در تماامي نقااط مساير تانش     قرار دارد بلكه حجم مخووف آن ، yl-2يافته  انرساطتسليم  منحني

pم راکبترار  ديگر، تووير اين مسير تنش در صافحه تا   بالد. مي P در نقطه زه حجم اوليهاندا  ،

pبه موازا  محور PSخط افقي   ،الاستيک و  يحجممولفه کرنشهاي هر دو  خواهد بود. در اين مسير

 داريم: لذا. استر تغيير حجم کلي صفتغيير کرده اما پلاستيک 

(7-66) 0e p     

 :توان نولت مي همچنين بر حسب کرنش حجمي

(7-67) 0e p

v v v     
 

PS، 0pلاود در مساير    مي ( مشاهده16-7همانطور که در لكل )     کاه طراق رابطاه   اسات 

0eه ب نتج( م7-49)

v  در اين مسير تانش زهكشاي    کرنش حجمي کل ماندنبراي صفر . لود مي

0pکرنش پلاستيک حجمي ايجاد لده مثرت بالد ) بايد نشده

v    بدين ترتيب بر اسااس رابطاه .)

(7-58) 0 0p   واهد لد.و منحني تسليم منرسط خ 
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 ککرنش برشی پلاستی -7-9-3

تساليم خواهاد    سطحدر بخش قرلي ديديم که تغيير در کرنش حجمي پلاستيک سرب تغيير در اندازه 

0pv مثرت تغيير حجم پلاستيک لد.   تسليم از تابع باعث بسطyl-1  بهyl-2 انرسااط ايان   .لود مي 

( 17-7)در لاكل   PQا و يا  AB ،CD ،EF ،GH ،KL ،MN مختلاف  ممكن است از طريق مسيرهاي تانش 

pچون تغيير در تنش ميانگين د.آي بوجود  تغيير حجم الاستيک ،ين مسيرها متفاو  استا در هر کدام از 

ايجاد کارده   ثابت را تسليمتابع ولي از آنجاييكه هر مسير اتوالي بين دو  .خواهد بودتفاو  قطتا مآنها نظير 

0p حكيميتنش ت است، تغيير در   يكساان بالاد(   مي تابعي اندازه )که نشان دهنده هامسير تمامي ايندر 

اساساي در   يتفااوت موضوع اين . خواهد بودآنها مشابه  تمامي تغيير حجم پلاستيک در . و بدين ترتيباست

 بالد. مي تغييرحجم الاستيک و پلاستيک محاسرهنحوه 

 
  (6112)وود  بين دو تابع تسليممتفاوت ای تنش مسيره :(61-1 شکل

 

مقدار و لازم است  دبال مي ي تغيير لكل هاي پلاستيکاجزکرنش هاي حجمي پلاستيک يكي از ا

م زبراي تتيين کرنشاهاي برلاي پلاساتيک لا    محاسره گردد.لده نيز برلي پلاستيک ايجاد  هايکرنش

يم متين گردد. اين موضوع در ادامه بيشتر مورد است تا جهت بردار کرنش پلاستيک در روي سطح تسل

 گيرد.  مي بررسي قرار
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 3پلاستیک پتانسیلتابع  -7-9-0

q در صافحه  Yتانش   وضتيتکه تسليم در  لودفرض الف( -18-7مطابق لكل ) p   .اتفااق افتاد 

 حجماي  پلاستيک هايکرنشجزء  ايجادتسليم همراه با وقوع 
p

v برلاي  پلاساتيک  هايو کرنشاp

s  رخ

نظير محورهااي تانش ماوثر     ،مقادير کرنش پلاستيک حجمي و کرنش پلاستيک برلي Yدر نقطه  ميدهد.

pميانگين  تنش انحرافي و q کال   پلاستيک ، بردار نمو کرنشجمع برداري اين دو مولفه .لوند مي ترسيم

(YS )خط  دهد. مي را نتيجهAB نقطه  درY تنش توان براي هر مسير  مي .لود مي عمود بر اين بردار ترسيم

رسام   رابر اين بردار در نقطه تسليم رسم و خط عمود  راردار کرنش پلاستيک انتخابي ديگر نيز مولفه هاي ب

کارنش   ونما  هااي بردارالاف  -18-7ق لكل مطابدهند که  مي هايي رااين خطوط تشكيل سري منحني د.کر

منحني پتانسيل نمونه، به عنوان  پتانسيل پلاستيک نام دارند.، توابع ها عمودند. اين منحني هاپلاستيک بر آن

که نسارت اجازاي   کرنش پلاستيک  جزء به همراه بردار ،هادکه تسليم در آن رخ د Y حالت تنش از گذرنده

کارنش   بر اساس مواردي که قرلا ذکار لاد، جازء    د ارائه لده است.مختلف کرنش پلاستيک را نشان ميده

ذکار  پتانسايل پلاساتيک    با استفاده از توابعلد. با مي رطتتسليم مرتابع اندازه  ا تغييربا پلاستيک حجمي 

پلاستيک )مرترط باا لاكل تاابع( و     کرنش برلي ا به ويژه تغيير، مكانيزم تغييرلكل هاي پلاستيک لده

 خواهد لد. رنش حجمي پلاستيک )مرترط با اندازه تابع( بيانتغييرا  در ک

 
پتانسيل  منحنيهای)الف( بردارهای نمو کرنش پلاستيک عمود بر منحنيهای پتانسيل )ب( نمایی از  :(61- 1شکل

 (6112)وود  تسليم و

  1جریان همبسته و 9تعامد -7-9-7

كساان در نظار   يبالاد.   ماي  ليم و پتانسيلبراي تتيين رفتار پلاستيک خاك، نياز به هر دو تابع تس

متادلا  و تتداد است زيرا بسيار سودمند  در يک مدل رفتاري پتانسيل پلاستيکتسليم و ابع وتگرفتن 

ن ايان دو  باود  ييكا  بتالاوه،  يابد. مي کاهش مورد نياز است راکه براي توصيف پاسخ پلاستيک روابطي 

                                                            
1 Plastic potential function   
2 Normality  
3 Associated flow  
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ه از مدل الاستو پلاستيک خاك در برناماه الماان محادود    در مواردي که مدلسازي عددي با استفاد تابع

ساريع تار و    وجاود دارناد  تحليال   پروسه که در يحل متادلات و ، بسيار مفيد خواهد بودگيرد مي انجام

 لود. مي تضمين تر اعترار مدلسازي عددي راحت

. در ايان  لاود  ماي  لاناخته  ستههمر جريانقانون به نام سطوح تسليم و پتانسيل پلاستيک  انطراق

نمايد زيرا بردار جزء کرنش پلاستيک عمود بار   مي لود که خاك از اصل تتامد پيروي مي وضتيت گفته

ساطوح تساليم   تتامد بار  ، با پلاستيک رفتار تغييرلكل هاي پلاستيک يا جريان بالد. مي سطح تسليم

 مواالح پلاساتيک  ار رفتا باراي ترياين   شاابه  مدو واژه راه جريان هما و  تتامدبدين ترتيب،  همراه است.

 بالند. مي

فضااي   در از اعمااق مختلاف  رس وينيپگ به دسات آماده   نمونه هاي  ( سطوح تسليم19-7لكل )

 تنش بي بتد
vc vc

q p

 




 
vcبه تنش نرمال تحكيمي    ( 1983). گراهام و همكااران  دهد مي را نشان

ز تسليم را اندازه گيري و بردار نمو کرنش پلاساتيک را رسام نمودناد    همچنين کرنش هاي قرل و بتد ا

د. نبالا  ماي  پلاستيک عمود بر منحني تساليم بردارهاي نموي کرنش  بر اين اساس (.الف-21-7)لكل 

 اسات کاه متوساط آن    درجه 21نهايتا اين بردارها  تتامدکه انحراف از  دادهبررسي هاي دقيق تر نشان 

 ب(.-22-7 بالد )لكل مي درجه 1

 
يش پنرمال شده به تنش  بدست آمده از اعماق مختلف و 6چهار نمونه رس وینيپگ منحنی های تسليم :(61-1 شکل

 (6113و همکاران،  2)گراهام تحکيمی

                                                            
 1 Winnipeg  
 2 Graham  
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 سه محوری براز آزمایشات بدست آمده )الف( بردارهای نمو کرنش پلاستيک در نقاط تسليم نمایی از  :(22-1 شکل

 (6113 و همکاران، ت نخورده رس وینيپگ )ب( انحراف از تعامد برای رس وینيپگ )گراهامدس های نمونه

 

 نشاان را تاابع تساليم    رداده هاي مربوط به خاك رس، عمود بودن بردارهاي نمو کرنش پلاستيک ب

و در اغلب مادلهاي الاساتو پلاساتيک کاه باراي      لده کمتر پذيرفته ها  . اصل تتامد براي ماسهدهند مي

اسات  ابع تسليم و پتانسيل پلاساتيک  وت تفاو لود، فرض بر  مي استفادهها  بيني پاسخ اين خاك پيش

  .(1984 3، ورمير1977 2)لده گردد مي اطلاق 1که به آن قانون جريان غير همراه

 5( با آزمايشا  سه محوري فشاري کاه بارروي ماساه اتااوا    1967) و همكاران 4لسبوپورهمچنين 

تتيين بردار نمو کرنش پلاستيک بر تابع تسليم باعث  تتامدين نتيجه رسيدند که فرض انجام دادند، به ا

 ( خواهد لد.بيشتر منفي بزرگتر )انرساط يا اتساع حجمي پلاستيکحجمي کرنش هاي پلاستيک 

 

                                                            
1 Non-associated flow rule  
2 Lade  
3 Vermeer  
4 Poorooshasb  
5 Ottawa sand  
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 رفتار پتانسیل پلاستیک -7-9

تغييار   دچاار رسد، موالح  مي Fهنگامي که وضتيت تنش در مسير تنش مورد نظر به سطح تسليم 

تابع  وجزء کرنش پلاستيک رابطه لود.  مي لوند. اين حالت جريان پلاستيک ناميده مي لكل پلاستيک

 بالد: مي بيانزير قابل  به صور  Q پتانسيل پلاستيک

(7-68)  p

ij

ij

Q
d  







  

تساليم بار تاابع     زيرا بر اسااس تتاماد جازء کارنش     بالد مي مشهور 1به قانون تتامدنيز اين رابطه 

الر و مثرتاي باراي   فااکتور اساك   𝜆تاابع پتانسايل پلاساتيک و     Q. در اين رابطه آيد مي پتانسيل بدست

 بالد. مي تناسب

توساته يافتاه اسات. اسااس تراوري       51در دهه  2اصول کلي پلاستيسيته عموما  بر تحقيقا  دراکر

 .بالد مي استوارپلاستيسيته دراکر بر چهار لرط به لرح زير 

 1شرط پیوستگی -7-3-3

كه وضتيت تنش يدر صورت
ij در نمو تنش يا تغييرسطح تسليم در نظر گرفته لود،  يرو 

ijd 

مشروط بر آنكه مسير تنش باه   ،تواند به صور  بارگذاري، باربرداري و يا بارگذاري خنثي انجام گيرد مي

اخل و يا مماس بر سطح تسليم واقع لود. در لرط پيوساتگي، امكاان ايجااد کرنشاهاي     سمت خارج، د

پلاستيک تنها براي بارگذاري امكان پذير بوده و باربرداري يا بارگذاري خنثي منجر به ايجاد کرنشاهاي  

 پلاستيک نخواهند لد.

 1شرط یکتایی -7-3-9

از نيروهااي خاارجي، تنشاها و    ي ا بر اساس لرط يكتايي، براي ياک جسام تحات تاأثير مجموعاه     

 بالند. مي کرنشهاي الاستيک و پلاستيک منتج يكتا

 3شرط برگشت ناپذیری -7-3-1

کار انجام لاده توساط تغييار     بر اساس اين لرط با توجه به بازگشت ناپذيري کرنشهاي پلاستيک،

  لكلهاي پلاستيک مثرت خواهد بود.

(7-69) 0 p

ij ijd    

 
 

                                                            
1  Normality rule 

2  Drucker 

3 Condition of continuity  
4 Condition of uniqueness  
5 Condition of irreversibility  
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 3شرط سازگاری -7-3-1

خواهاد  ديگار  بارگذاري از يک وضتيت پلاستيک باه وضاتيت پلاساتيک     ،بر اساس لرط سازگاري

  گردد. مي رسيد. بترار  ديگر تا زمان قرارگيري ماده در وضتيت پلاستيک، دائما  متيار تسليم ارضا

 توان نولت: مي (21-7در لكل ) dبراي جزء تنش 

(7-71)    
   

n t
d d d     

امّا بر اساس لرط پيوستگي، کار پلاستيک انجام لده توسط تنش مماس بار ساطح تساليم يتناي     
 t

d   صفر خواهد بود، لذا کرنش پلاستيک فقط در راستاي قائم بر سطح تسليم ايجاد خواهد لاد و

 اين تاييدي بر قانون تتامد است.

 
 (6114)دسای و سيریواردان  اثبات تعامد با استفاده از شروط پيوستگی و سازگاری :(26-1 شکل

 

 .برريد بكار را تتامد قانون ميزس ون تسليم متيار براي: 1مثال 

2 2 2 2

1 2 2 3 3 1

1
( ) ( ) ( )

6
f k                

 حل:
 

2 3 2 3 11 1  2

1 2 3

3

2 1 1 2 1
      ,                         

3 3 3 3 3 3 3 3

1 2 1 1
,

3

f f f
        

  

  
     

  
 

  
 

      





p

ij

ij

f
d  


 

 
     2 3 2 3 1 31 1 2 3 1 2     2       ,            2        ,              2    

3 3 3
      p p pd d d

  
             

                                                            
1 Condition of consistency 
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 : براي متيار تسليم ترسكا قانون تتامد را بكار برريد.2مثال 
 

 1 3

1

2
f k     

 حل:
 

1 2 3

1 1
    ,           0    ,       

2 2

f f f

  

  
   

  
  

  
 

1 2 3

1 1
           ,            0   ,             

2 2

p p p p

ij

ij

f
d d d d      




     


  

 1کار پلاستیک -7-11

کاار کال انجاام لاده در     مفهوم کار پلاستيک نقش مهمي در قوانين رفتاري در پلاستيسيته دارد. 

 بالد: مي واحد حجم براي جزء کرنش ايجاد لده از قرار زير
 

(7-71) ij ijdW d   
 

 تشكيل لده است: به لرح زير از دو بخش الاستيک و پلاستيکنيز کرنش کل جزء 
 

e p

ij ij ijd d d     (7-72) 

  

       e p e p e p

ij ij ij ij ij ij ijdW d d d d dW dW             (7-73) 
 

باقيمانده بالد، اين بخش برابر صفر بوده و تنها بخش  مي با توجه به آنكه کار الاستيک قابل برگشت

کار انجام لده توسط تنشهاي هيدرواستاتيک صافر اسات    ،. از طرفي در فلزا خواهد بودکار پلاستيک 

 ود:خواهد ب انحرافيانجام لده توسط تنشهاي  پلاستيک لذا تنها بخش باقيمانده کار

(7-74)   p p

ij ijdW S d  

 پلاستیک سخت شوندگی -7-11

تساليم  تاابع  بالد. بار اسااس نظار اول،     مي بحثرفتار سخت لوندگي در دو سيستم مختلف قابل 

بترار  ديگر بزرگ لدن سطح تسليم با افزايش  تابتي از کار پلاستيک انجام لده حين بارگذاري است.

 ستيک بر اساس رابطه زير ممكن است.توام تنشها و کار پلا

(7-75)  , p

ijf f W  

 گاردد.  مي به عنوان تابتي از تنها کرنشهاي پلاستيک لحاظتنها در سيستم دوم نيز مكانيزم تسليم 

 بنابراين سخت لوندگي و بسط سطح تسليم تابتي از کرنشهاي پلاستيک ايجاد لده خواهد بود.

                                                            
1 Plastic work  
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(7-76)  , p

ijf f    

 بالند. مي در مفاهيم تروري پلاستيسيته اين دو متيار هم ارز

 

 کلاسیککرنش در پلاستیسیته -ارتباط تنش -7-12

 :تتريف لودلود که تابع تسليم خاك به صور  زير  مي فرض
 

(7-77) ( , , ) 00  f p q p  

 :لود يم در نظر گرفتهتابع پتانسيل خاك به صور  همچنين 

(7-78) ( , , ) 0Q p q  

 

با توجه به قاانون تتاماد    .پتانسيل پلاستيک استتابع ندازه اپارامتر کنترل کننده   در اين رابطه

 خواهيم دالت:

(7-79) p

v

Q

p
 





 

(7-81) p

s

Q

q
 





 

 

  پارامترهاي سخت لوندگي مفروض باراي خااك قابال اساتخراج      بر اساسيک ضريب است که

0p تنش تحكيمي تغيير دربا تغيير در اندازه تابع تسليم  با فرض است.  ،نمو کرنش  نرخ تغييرا  آن با

 کرنشاي اسات تتياين   لاوندگي   قاانون ساخت   که بياانگر حجمي پلاستيک و کرنش برلي پلاستيک 

 لود: مي

(7-81) 0 0
0

p p

v sp p

v s

p p
p  

 

  
  

 
 

 به صور  زير است:نيز  تسليمفرم ديفرانسيلي تابع 

(7-82) 
0

0

0
f f f

p q p
p q p
  

  
   

   
 

 آيد: مي به دست پارامتر  ،(82-7) تا( 79-7با ترکيب روابط )
 

(7-83) 0 0

0

( ) ( )
p p

v s

p pQ Qf f f
p q

p q p p q
  

 

     
   

        
 

 

 بدسات کارنش پلاساتيک   -رابطه تانش  ، فرم عمومي(81-7( و )79-7در روابط ) با جايگذاري 

 :آيد مي
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(7-84) 

0 0

0

  
1

  

p

v

p

s

p p

v s

f Q f Q

pp p q p

f Q f Q qp pf Q Q

p q q qp p q

 



 

    
          
    
                                 

 

 

خااك  بترارتي  و منطرق بالند بر يكديگرپتانسيل پلاستيک تسليم و ابع واگر تبر اساس اين رابطه، 

 ( متقارن خواهد لد.84-7رابطه ) رفتاري در ماتريس نمايد،ن جريان همرسته ترتيت از قانو

 

 شکل سطح تسلیم -7-13

 توان نولت: مي و لرط برگشت ناپذيري (22-7)با توجه به لكل 
 .  0pd    

  

(7-85) cos 0pd     

 

 بار ايان اسااس مشاخص     در لكل خواهاد باود.   بودن زاويه حاده الزام در اين لرط نشان دهنده 

ه همواره تقتر سطح تسليم به سمت پاايين و با  لود که براي ارضاي لرط حاده بودن اين زاويه بايد  مي

 تحدب آن به سمت بالا بالد.ديگر عرارتي 

 
 (6114)دسای و سيریواردان  تعيين تقعر و تحدب تابع تسليم :(22-1 شکل
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 مفتفصل ه اتتمرین

 در تتيين کرنشهاي پلاستيک نيست؟ Levy-Misesکداميک از فرضيا  متيار -1

 ارتراط تنش و کرنش انحرافي مستقل از تنش هيدرواستاتيكي است. -الف

 جزء کرنش کل برابر با مجموع جزء کرنش الاستيک و پلاستيک است. -ب

 نمايد. مي تحت فشار همه جانره، ماده بوورا تراکم ناپذير عمل -ج

 بالند. مي محورهاي تنش اصلي و کرنش اصلي بر يكديگر منطرق -د

 
 کداميک صحيح نيست؟-2

 بالند.   مي در رفتار الاستيک، کرنشها مستقل از مسير تنش اعمال لده -الف

 نمايند. مي کرنشهاي پلاستيک تحت تاثير مسيرهاي تنش مختلف تغيير -ب

اده از نتايج آزمايش در مسيرهاي تنش مختلف بهتر براي تتيين دقيق پارامترهاي رفتاري، استف -ج

 است.

 گيرد. مي در يک مسرله مهندسي، خاك تحت تاثير مسير تنش بارگذاري واحد قرار -د

 
 را در تتيين پارامترهاي مدل رفتاري توضيح دهيد. (stress path)نقش مسير تنش -3

 

ر رفتاار ياک نموناه خااك را     مدل الاستو پلاستيک سخت لونده حجمي نشان داده لاده درزيا  -4

 کند. مي توصيف

0 0

p

vp p


 
 

 


 

 بالد: مي و کرنش حجمي الاستيک آن به صور  زير

e

v

p

p


 







 

pنشان دهيد که اگر مكان هندسي و مسيرهاي تنش موثر زهكشي نشده بر حسب    وq

p
 


 

1نسرت ليب هر دو منحني برابر است با:  ترسيم لوند، آنگاه در هر مقداري از      
 



 

 هاکاربرد پلاستيسيته در مدلسازی رفتار مکانيک خاک –فصل هشتم 

 

 هشتمفصل 

 

کاربرد پلاستيسيته در مدلسازی رفتار 
 هاخاک یمکانيک

 

 

 

 
 

 

 مقدمه -8-1

در فول قرل با موالحي سر و کار دالتيم که رفتار و تسليم آنها مستقل از نامتغير اول تانسور تنش و يا 

گويند. در موالح خااکي ايان ناوع رفتاار      مي نيز 1ميانگين بود. به اين مواد، موالح غيراصطكاکيموثر تنش 

عموماا  بار خالاف فلازا ،    اتيک خواهد باود.  وجود ندارد و مقاومت آنها به لد  تحت تاثير تنش هيدرواست

 افازوده  آنها نياز به مقاومت  دهند و مي تغيير حجم زيادي از خود نشان تنش هيدرواستاتيک ازديادبا خاکها 

 تا حدي لريه به فلزا  لحاظ نمودتوان  مي در خاکهاي رسي در لرايط زهكشي نشده را. الرته رفتار لود مي

اي آن استفاده کرد. زيرا براي اين موالح نيز با افزايش فشار همه جانره، تغييري و از مدلهاي رفتاري قرلي بر

نماييم  نمي در مقاومت برلي زهكشي نشده مشاهده 0  اما بوور  کلي، در هر موالحي که رفتاار .

ئه لده در فول قرل مانند هاي هيدرواستاتيک مشاهده لود، متيارهاي تسليم اراسخت لونده با ازدياد تنش

 لود. مي . در اين بخش به بررسي رفتار و موالح اصطكاکي پرداختهترسكا و ون ميزس مناسب نخواهند بود

 

                                                            
1 Non-frictional material 
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 کولمب-گسیختگی موهرمعیار  -8-2
کولماب، مقاومات برلاي، باا افازايش تانش نرماال بار صافحه           -بر اساس متيار گسيختگي ماوهر 

 يابد. مي گسيختگي ازدياد

(8-1) c tan     

زاويه اصطكاك خاك خواهاد باود. ايان متياار      چسرندگي و  cمقاومت برلي،  در اين رابطه 
تاوان باا اساتفاده از     ماي  کولمب را-( نشان داده لده است. متيار موهر1-8بوور  لماتيک در لكل )

 توان نولت: مي (1-8ي نيز بيان نمود. بر اساس لكل )تنش هاي اصل
 

1 3

2
AB BF

 
   

(8-2) 1 3 1 3         
2 2

OA sin c cos sin c cos
   

   
 

     

3در اين رابطه  1,      تنشهاي اصلي حداکثر و حداقل بوده و همانطور که مشاخص اسات از تانش

تاوان بواور     مي متيار فوق رابا استفاده از مولفه هاي تانسور تنش، ظر لده است. صرفن 2ميانگين 
 :ديگر نيز نولت

(8-3) 2

211 33 11 33

13    
2 2

sin ccos
   

  
  

   
 

  

که در  بودهنامتقارن و در فضا يک هرم  ضلتيمتيار ارائه لده توسط متادلا  ذکر لده بيانگر يک لش 
 ( ارائه گرديده است.2-8در لكل ) پي تيار بر صفحهاست. تووير اين م نشان داده لده( 1-8لكل )

  

 (6114)دسای و سيریواردان  کولمب در شرایط دو و سه بعدی-معيار گسيختگی موهر :(6-1 شکل


 

f
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 (6114)دسای و سيریواردان  پراگر بر صفحه پی-کولمب و دراکر-تصویر معيارهای موهر :(2-1 شکل

 

لارايط  در تسليم در فشار بيشتر از مقدار نظيار  لرايط متيار موهر کولمب، مقاومت نظير  بر اساس

به نامتغير سوم تانسور تانش اسات.   مكانيكي ماده کشش خواهد بود. اين موضوع بيانگر وابستگي رفتار 

لاش   سااس بار ا امّا با توجه به عدم تأثيرپذيري متيار از تنش اصلي مياني، امكان ارائه فرمولاسيون آن 

امكان ارائه فرمولاسيون بر اساس نامتغيرهاي تنش  ديگر بترار و  مولفه تانسور تنش مشكل خواهد بود

کولمب را  -متيار تسليم موهراز اي  لكل تازهتوان  مي پارامتر جديد با استفاده از الرته پيچيده است. 

 گردد. مي زير ارائه بر اساس رابطه ارائه نمود. پارامتر 
 

 

(8-4) 

 

1 3D

3/2

2D

J1 3 3
θ  sin                        

3 2 6 6J

 


 
        

 
  

کولماب در  -متيار موهر ،جديد نامتغيرها سريبه عنوان  و  2DJ ،1J بدين ترتيب با استفاده از

 گردد: مي به لرح زير ارائهدي فضاي تنش حالت سه بت
 

(8-5) 
 

2D

1 2D

J
J sinφ J  cosθ sinφsinθ  c  cosφ 0 

3
f       

0نكته قابل ذکر آن است که در لرايط    متيار ماوهر کولماب باه متياار ترساكا      فرمولاسيون

 ترديل خواهد لد.
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 تعیین پارامترهای معیار -8-3

از آزمايشهاي موطلح مكانيک خاك مانند برش مستقيم يا ساه محاوري قابال     و  cپارامترهاي 

خطاي  م پاوش مشاترك   يرست برايآزمايش  دوحداقل  ، انجام. براي تتين اين پارامترهاهستندمحاسره 

 دواير موهر الزامي خواهد بود.

 1پراگر-مدل دراکر -8-4

اصلي و اساتفاده از نامتغيرهااي مرساوم تانساور      در اين مدل براي در نظرگيري اثر تمامي تنشهاي

 .گرديدتنش، رابطه زير براي سطح تسليم پيشنهاد 

(8-6) 
2D 1J Jf k    

,در اين رابطه    1پارامترهاي مثرت وJ  .2نامتيغر اول تانسور تنش استDJ   نياز ناامتغير دوم

( ايان رابطاه ياک خاط مساتقيم در فضااي       3-8تانسور تانش انحرافاي خواهاد باود. مطاابق لاكل )      

1 2DJ J .در فضااي ساه بتادي    و( 2-8لكل ) بهيک دايره  صفحه پيدر لكل متيار  خواهد بود 

 .استيک مخروط  نيز

مطابق لاكل  لود که  مي کرنشهاي پلاستيک ايجادنمايد  مي تسليم برخوردوقتي مسير تنش به متيار  

 بر اساس قانون تتامد بر آن عمود خواهند بود.( و 8-3)

 
 (6114)دسای و سيریواردان  پراگر-تعامد کرنشهای پلاستيک بر سطح تسليم دراکر :(3-1 شکل

 تعیین پارامترها -8-5

ليب و عرض از مردأ متيار در فضاي  ،پراگر -پارامترهاي مدل دراکر
1 2DJ J بالند. براي  مي

رار بالد. با ق مي برش مستقيم و يا سه محوري متمولي نياز به انجام حداقل دو آزمايشپارامترها تتيين 

1 تنشدادن نقاط تسليم در فضاي  2DJ Jادير . مقا گاردد  ماي  تسليم مشاخص تيار ، م,    بار

                                                            
1 Drucker- Prager 
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c,بالند. با توجه به تفاو   مي قابل تريين cو چسرندگي  حسب زاويه اصطكاك داخلي     بدسات

اردان )دساي و سيريو کرنش مسطح روابط زير قابل پيشنهاد است.آزمايشا  آمده از آزمايش سه محوري و 

1984) 
 

(8-7) 
   

2sinφ 6c co φ
                        

3  3 sinφ 3  3 sinφ

s
  

         :سه محوري 

(8-8) 1 1
2 22 2

tanφ 3
                      

(9 12tan φ) (9 12tan φ)

c
  

 
 :کرنش مسطح  

 پراگر-محدودیتهای مدل دراکر -8-6

در ميتاوان گفات   لود. بنابراين  مي متيار تسليم ارضا ،مسير تنش به سطح تسليمبه محض برخورد 

 صفر خواهد بود.  fمواره تغيير در ه ،خلال ايجاد کرنشهاي پلاستيک

(8-9) 
                 

0         0ij

ij

f
df df d




   


 

 

 توان نولت: مي (9-8در متادله )پراگر -سطح تسليم دراکر( يتني 6-8)با جايگذاري متادله 
 

2 1

2

1
               

2

D

D ij ij

f J J k

J S S

   






  
2

0
2

ij

ij ij

D

S
df d

J
 

 
   
 
 

  

(8-11) 
2

     
2

ijp

ij ij

ij D

Sf
d

J
   



 
   
 
 

  

 با توجه به رابطه فوق کرنش پلاستيک حجمي از قرار زير خواهد بود:

(8-11) 
2

  3
2

p ii

ii ii

D

S
d

J
   

 
    
 
 

 

کرنش پلاستيک حجمي همواره داراي علامت منفي خواهد بود. اين  لود که مي نتيجهبدين ترتيب 

ن متيار خواهاد باود. باياد    تحت اي وقوع تسليمموضوع حاکي از افزايش حجم و يا وقوع اتساع در زمان 

عادي تحكيم يافته و يا ماسه سست نشانگر کاهش  هايرساي داده هاي آزمايشگاهي برکه توجه دالت 

پراگر رابطاه رفتااري   -بنابراين، متيار دراکرگسيختگي است. تسليم و حجم و يا رفتار انقراضي در زمان 

پراگر براي مدلسازي عددي مسائلي  -ر دراکربه همين ترتيب متيامناسري براي اين خاکها نخواهد بود. 

که در آنها با خاکهاي سست مواجه هستيم  و يا تراکم ديناميكي خاکهااي  چون روانگرايي خاکهاي ماسه

 و تغيير حجمها از نوع فشاري است مناسب نخواهد بود.

 

 

0 
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 تحت تنش هیدرواستاتیکرفتار سخت شونده بروز  -8-7
، رفتار ماده از مراحل ابتدايي بارگذاري باا تغييار لاكلهاي    يژئولوژيك ءبا منشادر بسياري از موالح 

باقي خواهاد   آنتغيير لكل در  مقداريبا باربرداري بطور قطع  ،به عرار  ديگر .بالد مي پلاستيک توام

، ماده بطور پيوسته در لارايط تساليم   1تسليم تابع ماند که برگشت پذير نخواهد بود. با توجه به تتريف

و نظيار حالات گسايختگي اسات     لاود   مي مشخص  fگيرد تا به سطح تسليم نهايي که توسط  مي قرار

 در واقع همان سطح تسليم نهايي ماده خواهد بود. 2د. اين سطح گسيختگيبرس

، برخي مواد از جمله خاکها دچار تغييار لاكل پلاساتيک ياا     نيز در خلال بارگذاري هيدرواستاتيک
( نشاان  4-8. همانطور کاه در لاكل )  به گسيختگي منجر نگرددلزوما ت ولي ممكن اس لوند مي تسليم

حين بارگذاري و باربرداري هيدرواستاتيک امكان ايجاد کرنشهاي پلاستيک در موالح وجاود   ،داده لده
توان از يک سري ساطوح تساليم پايش روناده اساتفاده       مي با توجه به مفاهيم ياد لده، خواهد دالت.

ه تسليم حين اعمال تنشهاي هيدرواستاتيک نيز قابل مشاهده است اين سطوح بايد نمود. با توجه به آنك
( نشاان  5-7را نيز قطع نمايند. اين ايده اولين بار توسط دراکر مطرح و در لكل ) 1J افقي محورحتما 

 نامند. مي ،3اين سطوح تسليم پيشرو را کلاهک داده لده است.

نمايناد و کاار پلاساتيک     ماي  يش رونده در ماده، موالح رفتار سخت لونده را تجربهحين تسليم پ
 انجام لده نمادي از اين رفتار خواهد بود. در اين مواد وقتي وضتيت تنش از سطح تسليم کنوني عراور 

 گردد. مي لود ايجاد مي ناميده 4نمايد، يک سطح تسليم جديد که به کلاهک سخت لوندگي مي

 

 
 وقوع کرنشهای پلاستيک و تسليم حين اعمال تنش هيدرواستاتيک در خاک :(4-1 شکل

                                                            
1 Yield 

2 Failure 

3 Cap 

4 Hardening cap 
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 سطوح تسليم پيش رونده )کلاهک( :(2-1 شکل

 

، سطح تسليم بايد تقتري رو به پايين دالاته  در فول پيشين بر اساس اصول ياد لده پلاستيسيته

ه را باه عناوان کلاهاک پيشانهاد     کمانهايي از داير ،بالد. بدين ترتيب دراکر 1بالد يا به عرارتي محدب

ديگري نيز توسط ساير محققين پيشنهاد لده است. در واقع لكل اين سطح بايد بر  لكلهاي ولي نمود

ساطح تساليم جدياد، مطاابق      مسيرهاي تنش مختلف تتيين لود. تحتاساس داده هاي آزمايشگاهي 

توجه به يكتايي کرنشاهاي پلاساتيک   نمايد. با  مي پراگر را در يک زاويه قطع–( متيار دراکر5-8لكل )

پراگر مماس بالاد. باا    -پراگر، سطح تسليم جديد بايد در اين نقطه بر متيار دراکر-مطابق لروط دراکر

نرايد مولفه برلي وجود و از نوع حجمي هستند فقط کرنشها  1Jدر نقطه تقاطع با محور توجه به آنكه 

 خواهد بود.قطع تحت زاويه قائم را  1Jتيار محور دالته بالد، لذا م

 پراگر-و دراکر کولمب-تتيين پارامترهاي مدل موهر (:1-8مثال )

 ،تهران Aبر اساس نتايج آزمايشهاي دانه بندي بر نمونه هاي اخذ لده از نقاط مختلف آبرفت سري 

 خااك خووصايا  فيزيكاي   در زير، ارائه لده است.  Unifiedدر طرقه بندي دار  لناي  يک خاك ماسه

زهكشي لده بر نمونه هاي -نتايج آزمايشهاي سه محوري تحكيم يافته همچنينمذکور ارائه لده است. 

، در کيلوپاساكال  111و  51، 25درصاد در فشاارهاي دورگيار     71ميليمتر و تراکم نسري  111با قطر 

 3پراگار را از  -کولماب و دراکار  -ي ترساكا، ون ميازس، ماوهر   پارامترهاي مدلها .جدول ارائه لده است

 محاسره نماييد.  CTC آزمايش
3 3

min max2.58       , 16 kN / ,      18.74 kN /sG m m     

 

 1 3 (kPa)
ult

  
0  (kPa)oct  نام آزمایش 

130 25 CTC No.1 

196 50 CTC No.2 

432 100 CTC No.3 

                                                            
1 Convex 
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 داريم: CTC آزمايش 3پاسخ: با استفاده از 

01.     ,  25 CTC kPa   

 توان نولت: مي با رجوع به داده هاي مرترط در جدول
 

 1 3 1 3130        130   130 25 155 
ult

kPa kPa            

1 3 1 3

1 3 155 25 180                65          90 
2 2

kPa kPa kPa
   

 
 

      

     
2 2 2

2 1 2 2 3 3 1

2

1
5633.33

6

   75  

D

D

J

J kPa

            
 



  

 

1 1 2 3 155 25 25 205J kPa          

 
 

02.    ,  50 CTC kPa   

 1 3

1

196     

  196 50 246

kPa

kPa

 



 

  

   

1 3 1 3246 50 246 50
148                               98  

2 2 2 2
kPa kPa

     
     

2 1113.16                                               246 50 50 346DJ kPa J kPa      

 
 
 

03.   ,  100 CTC kPa   

 1 3

1

432      

  432 100 532

kPa

kPa

 



 

  

  

1 3 1 3316                                 216
2 2

 
 kPa kPa

   
  

2 1250                                           732DJ kPa J kPa   
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1سه نقطه يافت لده در دو فضاي  3

2

 
1در برابر   3

2

 
 2DJدر برابار   1Jو همچنين  

کولماب محاساره و از فضااي دوم    -لوند. از فضاي اول پارامترهااي مادلهاي ترساكا و ماوهر     مي ترسيم

 گردند. مي پراگر محاسره-پارامترهاي مدلهاي ون ميزس و دراکر

 

 
 

 Tresca: 

 
1 3 126.33

2 average

k kPa
 

   
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 Mohr- Coulomb: 

 
1 3 1 3    

2 2
sin ccos

   
 

 
   

 توان نولت:  مي با توجه به لكل

 
1 3 1 3                 ,   

2 2

k
k tan tan sin c

cos

   
  



 
      

   0.676    34tan      

 1.5
1.5     1.81 

34
k c kPa

cos
     

 von Mises: 

 

 
2 146D

average
J k kPa   

 Drucker- Prager: 

 
2

1

2.0          0.336
Dd J

k
dJ

   2با توجه به شکل 1 0    DJ J k     

 

 پراگر-کرنش در معیار دراکر-ارتباط تنش -8-8

 توان نولت: مي (11-8رابطه )با توجه به 

 

2

     
2

 3

ije

ij ij ij

D

e

mm mm

S
d d

J

d d

   

  

 
    

 
 

 

  

(8-12)     2  
3

e
e e mm

ij mm ij ij ij

d
d K d S G d


   

 
   

 
  

(8-13)  
2

3 2
32

ij mm
ij mm ij ij ij ij ij

D

S d
d K d S G d

J

 
      

 
       

  

  

0dfدر عرار   ijdبا جايگذاري اين رابطه بجاي   :داريم 

 
 

2

0   
2

ij

ij ij

D

S
df d

J
 

 
    
 
 
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 

2 2 2

3 2 0
32 2 2

ij ij ij mm

ij mm ij ij ij ij

D D D

S S S d
d K G d

J J J

 
      

    
          
    
    

  

  

 

     0    ,          3ij ij ii ij ijS S           از طرفي: 

 
 

2

   
3 3 0

ij ij

mm

D

GS d
d K G

J


         

 
 2

2

   
9 3

ij ij

mm

D

GS d
K G K d

J


       

 
    1

3
ij ij ij

J
S  

 
  

 
 :از طرفي        

(8-14) 

21
 

2

2

3

3
 

9
  1

D

ij ij mm

D

K JJ
d d

G

K
J

G


  




 
  
 
 


 
 

 

  

(8-15)   
2

2 9
1

DJ K
P

G





 
   

 
 : با فرض   

 

 نولت: توان مي پراگر-با توجه به تتريف سطح تسليم مدل دراکر  .يک کميت بدون بتد است Pکه 
 

(8-16)   2

1

DJ
J






  

 
2 2 21

3 3
  

3 3

D D DK J J k K JJ

G G

 




     

 2
21

2

3 1 9
1   

3 3

D

D

K JJ K
J k

G G

 



  
      

   

  

 
 21
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 توان نولت: مي λبا جايگذاري 
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با قرار دادن 
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S    توان نولت: مي 

(8-19) 
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آياد. ايان متغيرهاا از قارار زيار       ماي  اين رابطه با در نظرگيري چند تغيير متغير به فرم ساده تر در

 هستند:
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(8-25)       2 2ij ij mn ij ij mn mn ij mn ij mnd Gd G A B C d             
 

  

 

 :يفرط زا

 
 

 مبانی حالت بحرانی در خاک ها -8-9

گيارد، قرال از رسايدن باه      مي هنگامي که نمونه خاك سست تحت برش قرار(، 6-8) مطابق لكل

 متاوالي  ح تساليم وکند. بدين ترتيب مسير تنش، از سط مي گسيختگي از لايه هاي مختلف تسليم عرور

را پلاساتيک   هايتغييار لاكل  . در طول اين مساير خااك   برسد وضتيت گسيختگينمايد تا به  مي عرور

تا رسيدن به نسرت تخلخل حالت بحراني جاد کرنشهاي پلاستيک و ايد. پروسه تسليم خواهد نموتجربه 

بااقي خواهاد    برلي، نسرت تخلخال خااك ثابات   ادامه خواهد يافت. در اين وضتيت، حين تغيير لكل 

رسند که چينش دانه هاي خاك موجب عادم ايجااد تغييار     مي ماند. در اين وضتيت موالح به لرايطي

 است.سوم واهد لد. اين نسرت تخلخل خاف به نسرت تخلخل حالت بحراني محجم حين برش خو

(8-26) 
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 کرنش محوری ماسه سست و متراکم-کرنش محوری و کرنش حجمی-های تنش انحرافی منحنی :(1-1 شکل

 

تحت برش قرار گيرد به نقطه اوج مقاومت خواهاد  (، 6-8مطابق لكل )هنگامي که نمونه خاك متراکم 

نمايد. در ابتدا نموناه متاراکم    مي ا رفتار نرم لونده به سمت مقاومت پسماند حرکترسيد و بتد از آن ب

لده و پس از آن با اتساع به سمت تغيير حجم ثابت متناظر با لرايط بحراني حرکت خواهد نمود. ايان  

مطرح گردياد. بار اسااس نظار     ( 1936)موضوع مشابه ايده دانسيته بحراني است که توسط کاساگرانده 

دهد که تغييار حجام آن کااهش     مي ن، نمونه با تراکم کمتر از حالت بحراني به نحوي تغيير لكلايشا

 يابد و نمونه با تراکم نسري بيشتر از حالت بحراني با افزايش حجم مواجه خواهد لد.

نتاايج  ( 1958)در بررسي رفتار تسليم خاکهاي رسي عاادي تحكايم يافتاه، روساكو و همكاارانش      

مساير  ناد. تتادادي   را مورد بررسي و تفسير قرار داد سه محوري فشاري زهكشي نشده تتدادي آزمايش

 نشاان داده لاده اسات. هماانطور کاه مشااهده      ( 7-8)آزمايشاها در لاكل    بدست آماده از  تنش موثر

بر خطي مستقيم در نيز بالند و وضتيت نهايي آنها  مي يک لكلهمگي موثر گردد، مسيرهاي تنش  مي

4ده است. لرايط نهايي با واقع ل 'q-pصفحه  3 2 1, , ,Q Q Q Q .فضاي در نشان داده لده است e-p'  نيز

گردند. ايان دو در فضااي    مي وضتيت نهايي نقاط بر يک منحني لريه به منحني تحكيم ايزوتروپ واقع

( )e Ln p  موازي يكديگر خواهند بود.بوور  دو خط 
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 تنش در آزمایش سه محوری زهکشی نشده بر رس عادی تحکيم یافته  مسير :(1-1 شکل

 (6121)روسکو و همکاران 

 

نشاان   (8-8در لاكل )  نياز رس عادي تحكيم يافته زهكشي لده بر سه محوري نتايج آزمايشهاي 

بار هماان خاط حالات بحراناي بدسات آماده از        در ايان آزمايشاها نياز    حالت بحراني داده لده است. 

لود که يكاي از   مي نشان داده Mبا  'q-pهكشي نشده واقع است. ليب اين خط در فضاي آزمايشهاي ز

است. وضتيت مسير تنش و خط حالت بحراني در آزمايشهاي زهكشاي   حالت بحراني خاكپارامترهاي 

نشان داده لده است. در نمونه هاي متراکم وضتيت تنش نموناه باه باالاي خاط     ( 8-8)لده در لكل 

 گردد. مي سيده و بتد با رفتار نرم لونده به روي آن برحالت بحراني ر
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 شده و خط حالت بحرانی خاکمسير تنش زهکشی  :(1-1 شکل

 

دهاد. در واقاع    ماي  را نشاان  'e-q-pوضتيت لماتيک رفتار خاك در فضاي سه بتدي  (9-8)لكل 

ه و عدول از داافتق اين لكل اتفاهرگونه وضتيت رفتاري خاك در زير سطوح مرزي نشان داده لده در 

ناام  ا براي خاکهاي عاادي تحكايم يافتاه با    سطح مرزي يک به عنوان  ABCD. سطح آنها ميسر نيست

BBلود. در حاليكه  مي ناميده 1سطح روسكو C C   مرزي ديگر براي خاکهااي پايش   به عنوان سطح

مونه هاي عادي تحكايم يافتاه ياا سسات در     لود. لرايط ن مي ناميده 2تحكيم يافته با نام سطح ورللو

 در سمت راست خط حالت بحراني خواهد بود. يافته سمت چپ و نمونه هاي پيش تحكيم

                                                            
1 Roscoe surface 

2 Hvorslev surface 
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 (6111 6)اتکينسون و برانزبی سطوح حالت بحرانی خاک در فضای سه بعدی :(1-1 شکل

 

 9کم کلی الاستوپلاستیک مدل -9-31

اباع  وت ماورد بررساي قارار گرفات و     ستوپلاستيک خاكالا ي اصول مدلسازي رفتارقرل قسمتهايدر 

براي پيش  کارآمد در اين قسمت، يک مدل الاستو پلاستيک .ندتسليم و پتانسيل پلاستيک توصيف لد

سخت لوندگي حجمي در نظار  با تنوان يكي از مدل هاي بگردد. اين مدل  مي مترفي بيني رفتار خاك

( مترفاي و  1963) 4فيلداو اساك  3توسط روسكو "کم کلي"ام براي اولين بار اين مدل بن لود. مي گرفته

ارائاه   "کام کلاي اصالاح لاده    "نام مادل   ( و با1968) 5توسط روسكو و برلندسپس با اعمال تغييراتي 

 حاذف  "اصالاح لاده  "مشخواه  هم اکنون و با گذلات ساالها،    تا از مدل قديمي متمايز گردد.گرديد 

 .لود مي دي استفادهمدلسازي هاي عداين مدل در گردد و  مي

 کم کلیمدل  -9-31-3

 است: به لرح زيرمدل الاستو پلاستيک که در فول قرل بيان لد  يکاصلي جزء چهار 

 خووصيا  الاستيک -الف

                                                            
1 Atkinson and Bransby  
2 Cam clay  
3 Roscoe  
4 Schofield  
5 Burland 



 611 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

 سطح تسليم -ب

 پلاستيکپتانسيل تابع  -پ

 قانون سخت لوندگي - 

ر در تانش ماوثر   الاستيک باا تغييا   کرنش حجميلود که  مي فرضدر مدل کم کلي به مانند قرل 

pميانگين   است: قابل تتيينطرق رابطه زير 

(8-27) e

v

p

p


 







 

( با تتيين تغييارا  حجام مخواوف در مقابال تانش      (، ليب خط باربرداري )11-8مطابق لكل )

 نياز بار اسااس   کرنش برلي الاساتيک  ابل محاسره است. تحكيم ايزوتروپ در مقياس نيمه لگاريتمي ق

 :لود مي محاسرهتنش انحرافي طرق رابطه زير 

(8-28) 
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e

s

q

G


  

 
q تنش الف( تابع تسليم بيضوی مدل کم کلی در صفحه :(62-1شکل  p ، 

 (6112)وود  مراکتمجدد در صفحه بارگذاری -نرمال و خط باربرداری فشردگیب و ج( خط 
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qساده ترين لكل سطح تسليم در صفحه تنش  p يک کاره   در فضاي تنش اصليو دايره  يک

تواند در مقايسه  مي کهاست  در فضاي تنش اصلي گونبتدي بيضي يا يک بيضيترين حالت . ساده است

متغير به مدلسازي تواند به عنوان  مي بزرگ به کوچک آن بالد زيرا نسرت قطرمناسب تر با لكل دايره 

از مردا فضاي تنش الف( سطح تسليم -11-8مطابق لكل )ساده تر است  .بهتر رفتار خاك کمک نمايد

 بالد: مي الف( به صور  زير-11-8متادله بيضي لكل ) .بگذردموثر 

(8-29)  
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2 2

0

p M

p M 




 
 

q/ طهباين رادر  p   بيانگر نسرت تنش وM    ليب خط حالت بحراناي در صافحهq p 

هماه آنهاا از    ودهند که همگي لكل مشابهي دارند  مي بالد. اين متادله يک سري بيضي را تشكيل مي

0pتوسط پارامتر بيضيهااندازه . کنند مي مردا عرور  تساليم   لرايطزماني که خاك در  لوند. مي لکنتر

0pتغييرا   قرار دارد   به تغييرا  تنش ماوثر مياانگين   (29-8رابطه )ديفرانسيلي فرم از طريقp  و 

 لود: مي مرترط q تنش انحرافي

0 الف( -8-31)

2 2

0

2
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p M p
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 ب(-8-31)
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توضيح داده لاد، متادلاه    توابع تسليم که در فول قرلي با قالب کليارائه لكل متناسب به منظور 

 لود: مي ( به صور  زير بازنويسي8-29)

(8-31)   2 2

0( ) 0f q M p p p      

 :خواهيم دالتخاك از لرايط قانون تتامد با فرض پيروي 

(8-32)   2 2

0( ) 0g f q M p p p       
 

به و در جهت عمود بر تابع تسليم الف( -11-8که طرق لكل ) در نتيجه بردار نمو کرنش پلاستيک

 ذيل قابل تتيين است: ابطهاز ر بالد مي سمت بيرون
 

(8-33)  
2 2 2

0(2 )
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0p با همان لكل بيضي با ازدياد تنش موثر تحكيميلود که تابع تسليم  مي فرض  ياباد.   مي بسط

بالد. از طارف ديگار ايان پاارامتر      مي سخت لوندگي خاكکنترل کننده  بنابراين تنش موثر تحكيمي

 بالد. به مانند وضاتيت ادئاومتري،   مي مربوط به تراکم خاك، با تغييرا  حجمي آن مرترط روابططرق 
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0pو لگاريتم تنش ماوثر مياانگين     رابطه خطي بين حجم مخووف توان مي   پروساه فشاردگي   در

 .ج( نولت-11-8به لكل ) همه جانرهتحت تنش 

(8-34) 
0lnN p    

 در فضااي  (ncl) نرماال فشاردگي  ثابتي است که مشاخص کنناده موقتيات خاط      Nدر اين رابطه 

p   1درp  7س رابطاه ) ابار اسا  ج(. مقدار کرنش حجمي پلاستيک -11-8بالد )لكل  مي-

 :( به لرح زير خواهد بود58
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ساخت   دهد. بدين ترتياب مولفاه هااي تانساور     مي اين رابطه سخت لوندگي حجمي مدل را نشان

 خواهد لد:ر  زير مدل به صولوندگي 

0 الف( - 8-36) 0
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توانيم پاسخ  مي (28-8( و )27-8لود. با ترکيب روابط ) مي دل تكميلم و بدين ترتيب چهار المان

 را به صور  رابطه ماتريسي بنويسيم:الاستيک تنش کرنش 

(8-37)   
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را باه   مدل رفتااري کام کلاي    کرنش پلاستيک-پاسخ تنش توان مي (84-7جايگزيني در رابطه )با 

 صور  رابطه ماتريسي زير خلاصه کنيم:
 

(8-38)   
2 2

2 2 2 2 2

( )             2( )

( )      2          4 / ( )

p

v

p

s

M p

qp M M

    

    

     
            

 

 

کارنش هااي   مسير تنش سطح تسليم کنوني را قطع کرده و کند که  مي زماني عملفقط رابطه بالا 

باوده و در ضامن   باه دليال فارض جرياان همرساته متقاارن        رفتااري  ماتريس لاستيک به وجود آيد.پ

 بالد. مي دترمينان آن صفر

pدر فضاي  Aنقطه لود  مي ( فرض11-8با توجه به لكل )  تابع تسليم کنوني باا مقادار   بر 

0 تنش تحكيمي 0Ap p  ساپس نماو تانش ماوثر     بالاد ه مشخص لد .( , )AB p q    اعماال 

)که از حالت تنش موثر  جديد تسليم لود. تابع مي : )B p p q q    از رابطاه  کناد   ماي  عرور



 611  خاکها مکانيک رفتار مدلسازی در پلاستيسيته کاربرد – هشتم فصل

0 در اين لرايطاگر  محاسره لود. (8-31) 0B Ap p   الف( آنگاه منحناي تساليم   -11-8بالد )لكل

0 در ايان لارايط  اگر  و يابد مي تنش گسترش يت جديدوضتتا  0B Ap p     ب(-11-8بالاد )لاكل، 

بادليل  و ناداده  بنابراين کرنش هاي پلاساتيک رخ   افتاده وتنش داخل سطح تسليم  جديد آنگاه حالت

( و 37-8) از جمع رواباط ها  مجموع نمو کرنش کند. نمي اندازه سطح تسليم تغييرعدم سخت لوندگي، 

 آيد. مي ( به دست8-38)

 
 دهد، می کنونی را بسط الف( نمو تنشی که سطح تسليم :(66-1 شکل

 (6112)وود،  و عدم تغيير آن در داخل سطح تسليم کنونی ب( نمو تنش

 

  معمولی فشاری محاسبات مدل کم کلی: سه محوری زهکشی شده -9-31-9

qوساط مساير تانش آن در صافحه     تفشااري  آزمايش سه محوري مرساوم زهكشاي لاده     p 
 آن ثابت است. دورگير درفشار  لود زيرا مي لناخته

(8-39)  3q p   

( نشاان داده لاده   9-8در لاكل ) فشااري  زهكشي لاده   سه محوريدر آزمايش  BCمسير تنش 

لاته  قارار دا  yl-Bبر تابع تساليم کناوني    Bحالت تنش الف( -12-8مطابق لكل )لود  مي فرضاست. 

0Bp تحكيميفشار  با. تابع تسليم بالد  0نقطه نظير که  لود مي مشخصBp p   فشاردگي  بر خط

 .واقع است url Bبارگذاري مجدد -بوده و در ابتداي خط باربرداري مراکتدر صفحه  ايزوتروپ
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برروي يک تابع تسليم جديد و ب( -12-8رسيم که مطابق لكل ) مي Cبه نقطه  BCتنش نمو با اعمال 

بارگاذاري در  -توان با تووير بار خاط بااربرداري    مي نيزرا  Cنقطه تووير  .قرار دارد yl-C ي مثلبزرگتر

از يک بخش الاستيک قابل برگشت که از تغيير در  Cتا  B بين. تغيير حجم م مشخص نمودراکتصفحه 

p   بين دو نقطهB  وC    نتيجه لده و يک بخش پلاستيک غير قابل بازگشت که از بساط و گساترش

تتياين  با کرنش پلاستيک  ب(، بخش-12-8مطابق لكل )تشكيل لده است.  ،تابع تسليم نتيجه لده

pقائم  فاصله
BC دد بارگذاري مج-بين دو خط باربرداريurl B  وurl C  نشاان داده   راکمتا در صفحه

 بالد: مي و بر اساس رابطه زير قابل تتيينلده 

(8-41)   BC
 BC

p
p

v

B







 

 
 تغيير حجم-تعيين کرنشهای حجمی پلاستيک از مسير تنش، سطح تسليم بسط یافته و منحنی تنش :(62-1شکل 

 

 جهت باردار کارنش پلاساتيک    ، Bدر نقطه  yl Bبع تسليم بر تاعمود الف( در راستاي -12-8در لكل )

و مشاخص باودن    (41-8کرنش حجمي پلاستيک از رابطاه ) با توجه به تتيين مقدار . داده لده استنشان 

 است. محاسرهمقدار کرنش برلي پلاستيک قابل ، Bجهت عمود بر سطح تسليم در نقطه 

الف(، تاابع تساليم   -13-8)لكل مطابق  EFو  CD ،DEلده بتدي تنش زهكشي نموهاي  با اعمال

 نماوده و تابع تساليم تغييار    برتنش کنوني  بر اين اساس وضتيتبزرگتر خواهد لد. اي  فزاينده رزبه ط
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نسارت کارنش   لاذا  . نماياد  ماي  تغييرالف( -13-8مطابق لكل ) نيزبر تابع تسليم  عمودبنابراين جهت 

خواهد دالت تا حدي کاه در نهايات   ته افزايش برلي پلاستيک به کرنش حجمي پلاستيک بطور پيوس

 ( داريم:31-8( و رابطه )11-8از لكل ) Fدر نقطه  .خواهد لد qمحور به موازا   Fدر نقطه 

(8-41)  
q

M
p

 


 

(8-42)  0

2

Fp
p


  

. باا  آياد  نماي  بوجوديكي هيچ کرنش حجمي پلاستبرلي پلاستيک، کرنش با افزايش در اين نقطه، 

-8در رابطاه )  ماناده و ثابت باقي   yl-Fکرنش حجمي پلاستيک، اندازه تابع تسليم تغييرا  صفر لدن 

35)، 0 0p   .و افازايش يافتاه   پلاستيک در تنش موثر ثابات   يبرلبدين ترتيب کرنش  خواهد بود

 .تنش انحرافي ثابت باقي خواهد ماند

M( را در حالتي که 38-8)طه راباگر   توان نولت: مي ماست در نظر بگيري 

(8-43)  0
p

v

p







 

(8-44)  
p

s

q




  

qصفحه تنش در پيشرفت آزمايش زهكشي لده الف( -13-8در لكل ) p  بررسي لد. متادل

توان خاط   مي ،Fو  B ،C ،D ،Eاز نقاط  گذرندهتوابع تسليم مقدار تنش تحكيمي موجود در راس هر با 

p مراکتبارگذاري مجدد آن را در صفحه -باربرداري    ( 13-8مطاابق لاكل- )باا   ترسايم کارد.  ب

امكان  ،ب(-13-8لكل ) الف( بر خطوط باربرداري نظير در-13-8تتيين نقاط نظير مسير تنش لكل )

از فواصل بين نقاط نظير بر خطوط باربرداري ميسر خواهد بود. باا   پلاستيک حجميمحاسره کرنشهاي 

تتيين کرنشهاي پلاستيک حجمي و با مشخص بودن جهت عمود بر سطح تسليم در هر نقطه از تلاقاي  

محاساره اسات. باا جماع     ، کرنش پلاستيک برلي قابل (33-8طرق رابطه ) مسير تنش با سطح تسليم

(، کارنش  37-8رابطاه )  حاصاله از کرنشهاي پلاستيک برلي بدست آمده با کرنشهاي الاستيک برلاي  

    ( باا متادلاه  38-8کارنش پلاساتيک )  -رابطاه تانش  ترکيب از در ضمن برلي کل قابل محاسره است. 

به ي پلاستيک ، کرنش برلآزمايش سه محوري زهكشي لده استمسير تنش موثر نشانگر ( که 8-39)

 :بالد مي نيز قابل محاسرهزير لرح 

(8-45) 
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pيابد، ليب  مي افزايش Mبه سمت  هنگامي که ج( -13-8طرق لكل )

sq  ا صفر مرترا ت

تاوان   ماي  ج( را-13-8ب( و )-13-8) در نهايات نتاايج آزماايش در لاكل هااي      .نمايد مي کاهش پيدا

 د( ترسيم نمود.-13-8کرنش برلي را در لكل ) در مقابلترکيب نموده و تغييرا  حجم مخووف 

نسارت   هنگامي کهنمايد،  مي ( که ارتراط کرنش حجمي و برلي پلاستيک را بيان33-8مطابق رابطه )

pرتافزايش ياباد، نسا   Mبه سمت   تنش p

v s   نماودار تغييارا  کارنش     لايب  متتاقاب آن و

 کند. مي تا صفر کاهش پيداد( -13-8طرق لكل )به طور يكنواخت  حجمي با کرنش برلي

 
کرنش و تغيير حجم کرنش در آزمایش -نحوه گسترش سطح تسليم و محاسبه منحنيهای تنش :(63-1 شکل

 (6112ود )و سه محوری زهکشی شده معمولی

 
 

لده متمولي، سه حالت مختلف در نظر خاك تحت آزمايش سه محوري زهكشي  راي بررسي رفتارب

ماورد بررساي    1لود. در حالت اول ستي بر آن است که رفتار خاك رسي عادي تحكيم يافتاه  مي گرفته

كيماي  تانش تح الف( نقطه لروع مسير تنش، همان -14-8در اين لرايط مطابق لكل ) گيرد. مي قرار

ي شا که تراکم زهك هنگامي. قرار دارد yl-Aدر راس تابع تسليم  Aنقطه نمونه خواهد بود. بترار  ديگر 

زهكشي لاده   فشردگيکرنش هاي پلاستيک از ابتداي يافته و گردد تابع تسليم گسترش  مي لده آغاز

                                                            
1 Normally consolidated clay  
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p م راک. مسير تنش زهكشي لده نظيار در صافحه تا   لود مي ايجاد  ب(، -14-8)       در لاكل

sq برلي کرنش-انحرافي منحني تنش  ( ج-14-8در لكل)  کارنش   -حجام مخواوف  و منحني

برلي 
s  ( 14-8در لكل- )نشان داده لده است.د 

 
محوری زهکشی شده معمولی  محاسبات منحنی تنش کرنش و تغيير حجم کرنش در آزمایش سه :(64-1 شکل

 (6112)وود  روی رس عادی تحکيم یافته

 

بالاد. در   ماي  1گيرد خاك رس تا حدي پيش تحكيم يافتاه  مي وضتيت دومي که مورد بررسي قرار

اين لرايط، ابتدا خاك تا تنش تحكيمي 
0 0Bp p   الاف( متاراکم گاردد و ساپس باا      -15-8)لاكل

باربرداري لود. در اين حالت خاك تا حدي پيش تحكايم يافتاه خواهاد     Aتا نقطه  باربرداري ايزوتروپ

، تغييارا  تانش در داخال ساطح     Bتاا   Aو برش زهكشي لاده از   Aلد. حين باربرداري ايزوتروپ تا 

-روي خاط بااربرداري   Bو  Aلاوند. نقااط    ماي  تسليم قرار گرفته و بنابراين کرنشهاي الاستيک ايجااد 

نظير  url-Bبارگذاري مجدد 
0 0Bp p   ب(. در مسير برش زهكشي لده -15-8قرار دارند )لكلA 

، Bج(. باا لاروع پروساه تساليم خااك در نقطاه       -15-8، پاسخ خاك الاستيک خواهد بود )لكل Bتا 

sqکارنش برلاي   -کرنش هاي پلاستيک ايجاد و افت ناگهاني سختي در منحناي تانش انحرافاي     

                                                            
1 Lightly overconsolidated clay  
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الاستيک، برگشت پذير و کوچک است ولي پاس   Bتا  Aلود. به طور مشابه، تغيير حجم از  مي مشاهده

کارنش برلاي   -از ايجاد کرنشهاي پلاستيک، پرلي در رابطه تغيير حجام 
s   لاود   ماي  مشااهده

و همچناين   Mو   ، ،Gك مثال  د(. تيزي اين پرش به پارامتر هاي حالت بحراني خاا -15-8)لكل 

 که نظير نقطه تسليم است بستگي دارد. نسرت تنش 

 
محاسبات منحنی تنش کرنش و تغيير حجم کرنش در آزمایش سه محوری زهکشی شده معمولی  :(62-1شکل 

 (6112)وود  روی رس تا حدی پيش تحکيم یافته
 

است. ابتدا نمونه خاك تاا   1گيرد خاك بسيار پيش تحكيم يافته مي مين حالتي که مورد بررسي قرارسو

گيارد و در انتهاا    مي تحت باربرداري ايزوتروپ قرار Pبوور  ايزوتروپ تحكيم يافته، سپس تا نقطه  Kنقطه 

ر تنش برلي با سطح گردد. در اين لرايط، نقطه تلاقي مسي مي برش سه محوري زهكشي لده بر آن اعمال

، در لاكل  Qبالد. بترار  ديگر در نقطه  مي در سمپ چپ نقطه اوج منحني تسليم Qتسليم کنوني، نقطه 

Mالف(، -8-16)   خواهد بود. به همين دليل، جهت عمود بر سطح تسليم که بيانگر نسرت کرنشهاي

که حاکي از منفي بودن جزء کرنش پلاستيک حجمي و  پلاستيک حجمي و برلي است، به سمت چپ بوده

( بايد 35-8حجمي پلاستيک در رابطه ) 2يا اتساع نمونه است. براي ايجاد اتساع
0 0p    بالد که حاکي

                                                            
1 Heavily overconsolidated clay  
2 Dilation  
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 1بالد. اين مكانيزم با نام نرم لاوندگي پلاساتيک   مي از انقراض تابع تسليم با ازدياد کرنش پلاستيک برلي

، Rب( با تووير کردن نقاط -16-8م نيز مطابق لكل )راکلود. نحوه پيشرفت آزمايش در صفحه ت مي اميدهن

S  وT  الف( از توابع تسليم -16-8از صفحه تنش )لكلyl-R ،yl-S  وyl-T م راکبه سمت پايين در صفحه ت

 لود. مي مشاهده url-Tو  url-R ،url-Sبارگذاري مجدد -بر خطوط باربرداري

نسارت باه راس تاابع     Tو  Q ،R ،Sلود، مكان حالت تنش موثر  مي امي که تابع تسليم کوچکهنگ

خواهاد   Tکند و جهت بردار نمو کرنش پلاستيک به تدريج باه صاور  قاائم در نقطاه      مي تسليم تغيير

رسيد، در اين حالت  M ساتيک حجماي   خواهد بود و تغييرلكل برلي پلاستيک بدون تغييار پلا

sqکرنش برلي -يابد. نمودارهاي تنش انحرافي مي ادامه  کرنش برلي -و حجم مخووف
s  

د( نظيار اوج منحناي تانش    -16-8در لكل ) Qج و د( خواهد بود. نقطه -16-8به صور  لكل هاي )

نظير کااهش   qدين ترتيب افزايش در تنش انحرافي ج( است. ب-16-8کرنش برلي در لكل )-انحرافي

 در حجم مخووف و کاهش در تنش انحرافي نظير افزايش در حجم مخووف خواهد بود.

 
محاسبات منحنی تنش کرنش و تغيير حجم کرنش در آزمایش سه محوری زهکشی شده معمولی  :(61-1شکل 

 (6112)وود  روی رس بسيار پيش تحکيم یافته

برگشات   Rبه  Qر نرم لونده که با انقراض سطح تسليم مترفي گرديد و مسير تنش از در خووف رفتا

کارنش باا   -اين لرهه وجود دارد که چرا بجاي ايجاد کرنشهاي پلاستيک در اين پروسه، منحناي تانش  

                                                            
1 Plastic softening  
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قارار نگيارد.    'Rب(، بر نقطه -17-8در لكل ) Rرفتاري الاستيک بر روي خود باز نگردد و بجاي نقطه 

با کاهش کرنشاهاي برلاي ماواجهيم حاال      'Rن لرهه آن است که در صور  برگشت به نقطه پاسخ اي

آنكه روند ايجاد کرنشهاي برلي همواره بوور  افزايشي است. بدين ترتيب امكان بروز رفتار الاساتيک  

 توام با بروز پديده نرم لوندگي منتفي است.     

 
ض سطح تسليمرفتار نرم شونده با کرنش و انقبا :(61-1شکل   

 

 معمولی فشاری سه محوری زهکشی نشدهمحاسبات مدل کم کلی:  -9-31-1

در لرايط زهكشي نشده، با توجه به عدم تغيير حجم خاك، مجموع کرنشهاي حجماي الاساتيک و   

بالد. بدين ترتيب بايد مجددا اجزاي فرمولاسيون کرنشاهاي حجماي ماورد بررساي      مي پلاستيک صفر

 :گردد مي تتريفستيک به صور  زير ش حجمي الانمو کرن قرار گيرد.

(8-46) e

v

p

p


 







 

 :قابل تتريف استو نمو کرنش حجمي پلاستيک نيز به صور  زير 

(8-47 )   0

0

( ) /p

v

p

p


   


 


 

 توان نولت: مي با توجه به لرايط زهكشي نشده

(8-48) 0p e

v v   

(8-49) 0

0

( )
pp

p p


  


   

 
 

pتنش موثر ميانگين ا تغيير، ارتراط متادلهاين   اندازه تاابع تساليم کاه باا      ا تغيير با
0p   کنتارل 

pبين تغييرا   ديگر ارتراطينيز هندسه تابع تسليم  .نمايد مي برقرار را لود مي   و  يا(qبرقرار ) کند مي 

تغيير در پروسه سخت لوندگي را با تسليم و  لروعکه 
0p  ( محدوديت49-8)بنابراين رابطهنمايد.  مي بيان 
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   الاف( و  -31-8از رابطاه )  لاود.  ماي  خااك  حجم تغيير لكل تابع تسليم است که منجر به عدمدر جديدي 

 ( داريم:8-49)

(8-51) 
2 2

( ) 2

( )

p

p M

   


 

 
 

 
 

 با انتگرال گيري از رابطه بالا داريم:

(8-51) 
2 2

2 2

i

i

p M

p M







  
  

  
 

 (8-52)  




  

در آنکه 
i  و

ip  رابطاه   کنناد.  مي اوليه را مترفي ميانگين موثر نشت مقادير اوليه نسرت تنش و

qلكل مسير تنش موثر زهكشي نشده در صفحه  (8-51) p  8)لكل که در نمايد  مي مشخصرا-

 .( نيز نمايش داده لده است18

 
 و مسير تنش موثر زهکشی نشدهخاک سطوح تسليم  :(61-1 شکل

 

 پلاساتيک حجماي  تسليم کنوني قرار گيرد امكان ايجاد کرنش  طحون ستنش موثر در وضتيتاگر 

ن است که کرنش حجمي الاستيک نيز صافر  آ( 48-8رابطه )ارضاي نها راه براي . بنابراين توجود ندارد

pکه در تنش موثر ميانگينلود  مي نتيجه( 46-8از رابطه )بالد. بدين ترتيب    ير لذا مسا  .استثابت

تا لود  مي که از داخل سطح تسليم لروع يش تحكيم يافتهتنش آزمايش زهكشي نشده بر نمونه هاي پ

ساپس  ( و 19-8در لاكل   AB) نماياد  مي بطور عمودي حرکتزماني که به سطح تسليم کنوني برسد 

 (.19-8در لكل  BCلود ) مي ( به آن متول51-8پلاستيک در رابطه )-مسير تنش موثر الاستو
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 مسير تنش آزمایش سه محوری زهکشی نشده بر خاک پيش تحکيم یافته :(61-1ل شک

 

p( واضح است که تغييرا  در49-8از رابطه )   و
0p  بايست علامت مخالف هم دالته  مي همواره

بالند. علامت 
0p  ساطح  عماود بار   باا لايب    و ش حجمي پلاستيک مرترط استبا علامت نمو کرن

بياانگر   ساطح تساليم   زهكشي نشاده بار  مسير تنش  لروع. اگر بالد مي با تابع پتانسيل مرترطتسليم 

Mبا   بالد )مانندAB  تسليم با باردار نماو کارنش پلاساتيک کاه       ،(21-8و ) (21-8)در لكل

در ايان   بالاد.  ماي  حجمي پلاساتيک  فشردگيدهد که به متني  مي رخ تجهت آن به سمت راست اس

) يابد مي و اندازه تابع تسليم افزايش بودهسخت لوندگي  وضتيتخاك در لرايط 
0 0p  .)  با توجه

براي صفر بودن کرنش حجمي کل باياد کارنش   م، راکبه وضتيت مسير تنش زهكشي نشده در صفحه ت

تانش ماوثر مياانگين     به تراع آن باياد  منفي يا انرساط الاستيک وجود دالته بالد و بنابراين الاستيک 

 کاهش يابد 0p.انرساط الاستيک ايجاد لده، فشردگي پلاستيک را خنثي خواهد کرد . 

Mتغيير لكل زهكشي نشاده باا  لروع اگر   (QR   تاوام بالاد   (21-8و ) (21-8)در لاكل ،

 انرسااط افتد، که باه متناي    مي تسليم با جهت نمو کرنش پلاستيک که به سمت چپ الاره دارد اتفاق

اندازه تابع بايد لود و  مي خاك در اين حالت دچار نرم لوندگي پلاستيک حجمي پلاستيک خواهد بود.

) تسليم کاهش يابد
0 0p  .)  بودن تغيير حجمها بر اساس مساير تانش در صافحه    در صور  صفر

0p) تنش موثر ميانگين افزايش ياباد م، بايد راکت        بادين ترتياب کرنشاهاي الاساتيک حجماي .)

 .کند مي خنثيرا  انرساط پلاستيکمثرت يا فشردگي الاستيک ايجاد لده، 

Mبا پتانسيل پلاستيک يا  نمو تغيير لكل زهكشي نشده در راس تابع تسليماگر   رخ دهاد (G  در

صافر  خواهد بود کاه باه متناي     q، جهت بردار نمو کرنش پلاستيک موازي محور (21-8( و )21-8)لكل 

نامحدود و بدون تغيير در اندازه سطح  طرزکرنش حجمي پلاستيک خواهد بود. در اين حالت برش به بودن 

) ابدي مي تسليم ادامه
0 0p  ،)  بدون تغييار  نيز ( تنش موثر ميانگين 49-8رابطه ) بر اساسو در نتيجه

 ماند مي باقي 0p. بنابراين نسرت تنش خافM  مرزي براي تانش ماوثر    حد، به عنوان يک
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حرکات  نسرت تانش خااف    تاد از دو جهت نتوان مي تنش هايرمسي وميانگين زهكشي نشده عمل ميكند 

 .نمايند

فشاار آب   در خواوف مقادار   پيش بيني مسير تنش موثر در آزمايش زهكشي نشده نيازمند اطلاعااتي 

تاوان تغييارا  فشاار     ماي  ايجاد لده است. به همين ترتيب با در دسات دالاتن مساير تانش    اي  حفره

pباا  ميانگين . اگر تغييرا  در تنش موثرر و کل بدست آوردرا از تفاضل مسير تنش موثاي  حفره   و

 به صور  زير خواهد بود: uاي  بالد، تغيير در فشار آب حفره pتنش کل ميانگين در تغييرا  

(8-53) u p p     

بارگذاري بار خااك عاادي    زهكشي نشده را نشان ميدهد. سه محوري آزمايش  نتايج( 22-8لكل )

لروع لاده اسات. بادين ترتياب ساطوح تساليم متاوالي باا فواصال يكساان            Aتحكيم يافته از نقطه 

 0 p cte مراکتر صفحه با توجه به آنكه دگردند.  مي ترسيم p  بالد  مي صفرحجم  ييرتغ

(0 ) ب(. هر نقطه -22-8)لكل  مسير تنش در اين صفح بوور  خطي افقي خواهد بودA ،B ،

C ،D ،E  وF تاابع   قرار دارند که از نقطه نظير راس هر يکبارگذاري مجدد -بر روي يک خط باربرداري

 .لروع لده اندتسليم جديد 
 
 

 

 

 

 

 

 (6112)وود  نحوه رشد سطح تسليم در بارگذاری زهکشی نشده با مسيرهای تنش مختلف :(22-1شکل 

 
 (6112)وود  (: تصویر مسيرهای تنش زهکشی نشده مختلف در صفحه تراکم26-1شکل 

 

 



 612 تئوری الاستيسيته و پلاستيسيته در مهندسی ژئوتکنيک

qدر صفحه تنش موثر  p ، با تووير کردن نقاطA ،B ،C ،D ،E  وF ح تسليم متنااظر وبرروي سط، 
کارنش حجماي    جازء کرنش برلي پلاستيک به  جزء تو نسر لود مي پلاستيک رسم بردار نمو کرنش

-کرنش حجمي پلاستيک از فواصل قائم بين خطوط متوالي باربرداري جزءلود.  مي پلاستيک مشخص

 ست:قابل محاسره اب( -22-8مطابق لكل ) (pيير حجم )تغبارگذاري مجدد در صفحه 

(8-54) 
p

p

v







 

. با خواهد بود قابل تتييننيز کرنش برلي پلاستيک  جزء با محاسره جزء کرنش حجمي پلاستيک،
 )لاكل دسات آورد  کارنش برلاي را باه    -تانش انحرافاي  توان رابطه  مي افزودن کرنش برلي الاستيک

qمسير تنش کل و موثر در صافحه   در هر مرحله از فواصل افقي بيناي  فشار حفره ج(.-8-22  p 
 کارد )لاكل  ترسايم  در مقابل کارنش برلاي    توان آن را مي که آيد مي دستالف( ب-22-8طرق لكل )

Mاز نسارت تانش  فراتار  تواند  نمي مسير تنشتوضيح داده لد، نيز همانگونه که قرلا  .د(-8-22  
pو تنش موثر مياانگين  qادير تنش انحرافي مق دين ترتيب. بحرکت کند   هااي مجاانري را در منحني 

 لاكل  محوري مطابق کرنش-فشار حفره ايج( و -22-8)لكل محوري بر اساس کرنش -انحرافي تنش
 کند. مي د( ايجاد-8-22)

 
زمایش سه محوری زهکشی نشده معمولی در آای  فشار حفرهمحاسبات منحنی تنش کرنش و  :(22-1 شکل

 (6112)وود  روی رس عادی تحکيم یافته
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حالت عادي تحكيم يافتاه خواهاد   يش تحكيم يافته مشابه پنمونه اندکي  برآزمايش زهكشي نشده 

pدر ABدر ابتدا با فاز الاساتيک  الف(، مسير تنش -23-8مطابق لكل ) با اين تفاو  که، بود    ثابات

نرسيده بالد باه حرکات قاائم خاود      yl-Bبه تابع تسليم اوليه  مسير تنشتا زماني که  و لود مي لروع

ي افقي که بيانگر عدم تغيير حجام اسات   بر خطم، مسير تنش مربوطه راکدر صفحه ت .ادامه خواهد داد

 .ب(-23-8)لكل  نمايد مي حرکت

و منحناي تانش   آياد   ماي  باه وجاود  ساتيک  تنها کرنش هاي برلاي الا  ABبدين ترتيب در بخش 

کاه   Fتا  Bج(. از نقطه -23-8کرنش برلي در اين وضتيت حالتي خطي خواهد دالت )لكل -انحرافي

Mبر خط حالت بحراني     قرار دارد، رفتار مشابهي با وضتيت عادي تحكيم يافته وجاود دارد. فشاار

ضل مقادير تنش موثر ميانگين و تنش کل ميانگين بر مسيرهاي تنش منفذي اضافي در هر نقطه، از تفا

 مربوطه قابل انجام است.

( نشاان  24-8روند محاسرا  براي آزمايش زهكشي نشده بر خاك بسيار بيش تحكيم يافته در لاكل ) 

اهاد  نخوو تغييري در تنش موثر مياانگين وجاود    بودهکاملا الاستيک  PQداده لده است. فاز اول بارگذاري 

Mرسد آن را در  مي yl-Q هبه تابع تسليم اوليمسير تنش زمانيكه دالت.   نمايد. بدين ترتيب  مي قطع

گاردد   مي وام با کوچک لدن سطح تسليم مشاهدهکرنشهاي حجمي پلاستيک اتساعي و رفتار نرم لونده، ت

M(. مسير تنش تا زمان حوول به لرايط الف-24-8)لكل   ادامه خواهد يافت. 

 
کرنش در آزمایش سه محوری زهکشی نشده ای  فشار حفرهمحاسبات منحنی تنش کرنش و  :(23-1 شکل

 (6112)وود  معمولی روی رس تا حدی تحکيم یافته
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نشده کرنش در آزمایش سه محوری زهکشی ای  فشار حفرهمحاسبات منحنی تنش کرنش و  :(24-1 شکل

 (6112)وود  معمولی روی رس بسيار تحکيم یافته

 

 نکات تکمیلی در خصوص مدل کم کلی -8-11

 عادله سطح تسلیمم -9-33-3

 گردد: مي نسرت تنش با استفاده از رابطه زير تتريفهمانطور که قرلا ذکر گرديد، 

(8-55)  
q

p
 


  

(8-56)    q p dq p d dp         

 گردد: مي نسرت جزء تغييرا  تنش نيز با رابطه زير ارائه 

(8-57)         
dq

dq dp
dp

      


  

 توان نتيجه گرفت: مي از دو رابطه

(8-58) 0
dp d

p d dp dp
p


  

 


       

 
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(8-59) 
0 0

       0    ln ln      0

o

p

o

p

dp d d
p p

p

 
 

   






      

      

 توان نولت: مي به فرم ديفرانسيلي نيز

(8-61) 0o

o

dp dp d

p p



 

 
  

  
  

 
lne خط بارگذاری و باربرداری ایزوتروپ در فضای :(22-1شکل  p  (6114)دسای و سيریواردان  

 

 توان نولت: مي (25-8لكل )با توجه به 

 o

o

dp
de

p



 


  

(8-61) e o

o

dp
de k

p


 


  

 
       p o

o

dp
de k

p



   


 

0 ار دادن بجايبا قر

0

dp

p




 خواهيم دالت:( 61-8از ) 

(8-62)  p dp d
de k

p




 

 
    

  
  

 بدين ترتيب جزء کرنش حجمي پلاستيک از رابطه ذيل محاسره خواهد لد:

(8-63)  
1 1

p
p
v

de k dp d
d

e e p

 


 

 
    

   
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بارگذاري  پروسهدر  1لده ميراي از انرژ  متمولفرضيا  متتددي انجام لده است. بطور   بارهدر

(، انارژي ميارا لاده باا     1963روسكو و اساكافيلد )  2کم کلي اوليهد. در مدل لو مي تتيينو باربرداري 

 گردد: مي رابطه زير بيان

(8-64)   sdW Mp d   

(8-65) p p

v s sp d qd Mp d       
 

تااوان گفاات:  مااي گااردد و مااي سااتيک صاارفنظراز کرنشااهاي برلااي الادر نظريااه حالاات بحرانااي  
p

s sd d :بنابراين 

(8-66) 1
     

p

s

cp

v

d
M

Md


 


   


  

 

( 59-8با جايگذاري ايان رابطاه در متادلاه )    است. کم کلي اوليه براي مدل  مقدار cدر اين رابطه 

 آيد: مي يه به لرح زير بدستمتادله سطح تسليم مدل کم کلي اول

(8-67) 0ln
p

q Mp
p





  

 دهد. مي ( نمايي از سطح تسليم مدل کم کلي اوليه را نشان26-8لكل )

 
 شکل تابع تسليم مدل کم کلی اوليه :(21-1 شکل

 

ر گردد در محل برخورد با محور تنش ميانگين، جزء کرنش پلاستيک عماود با   مي همانطور که مشاهده

با توجه به آنكه در اين نقطه، خاك تحت تنش ايزوتروپ خالص بدون  نمايد. مي  زاويهايجاد محور نروده و 

راي رفع اين مشكل، مادل  رسد. ب نمي وجود مولفه کرنش برلي در آن منطقي بنظرهيچ تنش برلي است، 

 :لدتوسط رابطه ذيل ارائه  تلف لدهکار اصلاح و جزء ( 1963توسط روسكو و برلند )مذکور 

(8-68)    
2 2

2p p

v sdW p d M d    

                                                            
1 Dissipated energy  
2 Original Cam clay model  
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 گردد: مي زير منجر متادلهبه همان ترتيب قرلي اين رابطه به 

(8-69) 
2 2

2 2

2
  

2

p

s

cmp

v

d M

d M

  


 


  


  

 

 که
cm  تابع نولت: توان مي بالد. بدين ترتيب مي 1در مدل کم کلي اصلاح لده 

 

(8-71) 
2 2

0

2 
    

o

p

p

d dp

pM


 










   

(8-71)    2 2 2 ln ln ln ln oM M p p         

(8-72) 
2 2

2 2 2 2

2
     0o

o

pM
M p M p p q

pM

 
      


  

 

 دهد. مي اين متادله، همان سطح تسليم بيضي لكل مدل کم کلي اصلاح لده را نشان

 9با نسبت فواصلکم کلی مدل  -9-33-9
عمدتا  در خاکهاي رسي جوابهاي مناسب تري  کم کليه مدل است ک بدين دليلايده نسرت فواصل 
بدست نيز جوابهاي خوبي اي  نمايد. براي آنكه مدل در خاکهاي ماسه مي ارائهاي  نسرت به خاکهاي ماسه

. اين ضريب در را تتريف نمودندبه نام نسرت فواصل  يضريب توحيح(، 2114) 3اسلام و همكاراندهد، 
lne ايزوتروپ و حالت بحراني در فضايفاصله خطوط تحكيم  واقع p نمايد. مي را بيان 

و تتيين نقطه برخورد خط باربرداري با خط حالت  A(، با باربرداري در نقطه 27-8بر اساس لكل )
 توان به صور  زير تتريف نمود: مي را r(، نسرت فواصل Bبحراني )نقطه 

(8-73) 0

cs

p
r

p





  

 
 (2222)اسلام و همکاران  در مدل کم کلی rنحوه تعيين نسبت فواصل  :(21-1 شکل

                                                            
1 Modified Cam clay 

2 Cam clay with spacing ratio  
3 Islam et al.  
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 (2222)اسلام و همکاران  منحنی تسليم مدل کم کلی با نسبت فواصل :(21-1 شکل

 

( ارائه لده است. بر اساس اين لاكل  28-8منحني تسليم مدل کم کلي با نسرت فواصل در لكل )

همچناين در مادل    بالد. مي 2برابر  r، نسرت فواصل اصلاح لده مدل کم کليلود که در  مي مشخص

نروده  2الزاما  rخواهد بود. اما در مدل با نسرت فواصل، مقدار  72/2کم کلي اوليه نيز مقدار اين پارامتر 

مادل را   جوابهااي مناساري از   6تا  5بين  rمقدار ها  در ماسه تواند مقادير متفاوتي را اختيار نمايد. مي و

 زير است:وور  بمدل کم کلي اوليه با نسرت فواصل دهد. متادله سطح تسليم  مي ارائه

(8-74) 

´

0ln
p

p
q

Mp lnr

 
 

 
 




  

بالد. سطح تساليم مادل    مي همچنين در مدل کم کلي اصلاح لده نيز متادله سطح تسليم از قرار زير

 ميانگين را تحت زاويه قائم قطع خواهد کرد. کم کلي اصلاح لده با نسرت فواصل نيز محور تنش موثر

(8-75) 
 

0
2 1

1

p

pq

Mp r

 
 

   
 

  
  

 مدل کم کلیتعیین معادله رفتاری  -9-33-1

 کرنش حجمي پلاستيک از رابطه زير قابل محاسره است:

 
ep

v v vd d d     

(8-76) 
1

o

o o

dpk

e p

 
  

 
  

 بالد: مي به صور  زير qو  'pدر مختوا   ليمدل کم کمتادله سطح تسليم 
 

(8-77) 2 2 2 2 0of M p M p p q       

2 تانسور تنش انحرافي در مختوا  نامتغيرهاي 1,DJ J آيد: مي رابطه مذکور بوور  زير در 
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(8-78) 2 2 2

1 1 1 227 0o Df M J M J J J     

بالاد کاه    ماي  1Jدر محل برخوردکلاهک تساليم باا محاور     1Jمقدار نامتغير  01Jدر اين رابطه 

 .بالاد  مي بالد. اين مقدار پارامتر سخت لوندگي مدل است که تابع کرنشهاي حجمي مي 0pمترادف 

 توان نولت: مي تسليملرايط  در

(8-79)  , ,     0p p

o v vp

v

f f f
f f q p p df dq dp d

q p d
 



  
        
   

  

 توان نولت: مي بر اساس قانون تتامد

(8-81)  p

ij

ij

Q
d  







  

 .پارامتر رابطه تتامد است تابع پتانسيل پلاستيک و  Qدر اين رابطه 

(8-81)    ij

ij ij ij

Q Q p Q q
A

p q  

       
     

          

  

 توان نولت: مي )تابع تسليم( Fدر صور  استفاده از تابع 

(8-82) ij

ij ij ij

F F p F q
B

p q  

       
     

         

  

(8-83)     0 p

ij ij vp

v

F
df B d d 




   


  

 توان نولت: مي هوكبا استفاده از قانون 

(8-84)  p

ij ijkl kl kld C d d     

0dfبا جايگذاري در رابطه   :خواهيم دالت 

(8-85)     0 ij ijkl kl kl iip

v

F
df B C d A A  




    


  

(8-86) 
 

    

ij ijkl kl

ij ijkl kl iip

v

B C d

F
B C A A






 





  

(8-87)  

 

   
 

   

ijkl kl mn mnrs

ij ijrs rs

mn mnrs rs iip

v

C A B C
d C d

F
B C A A

 



 
 
  

 
  

  

(8-88) 
     

 

   

ijkl kl mn mnrsp

ijrs

mn mnrs rs iip

v

C A B C
C

F
B C A A



 




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 توان نولت: مي با توجه به رابطه ابتدايي بخش

(8-89)  1o oo

p

v

p ep

k

 
 


  

(8-91)  2 1
 

o oo

p p

ov v

M p p epF F

p k 

   
  

  
  

 (1991) 2پاستور و همکاران 1عمومیسیته مدل پلاستی -8-12

دسته  ميه وجود توابع تسلبعدم الزام بر خلاف مدلهاي مطرح لده در نظريه پلاستيسيته کلاسيک، 

دهد. بطور کلاي در مادلهاي پلاستيسايته     مي مدلهاي مرسوم در تروري پلاستيسيته عمومي را تشكيل

لوند و نيازي باه ارائاه مساتقيم متاادلا       مي رائهعمومي، بردارهاي عمود بر سطوح تسليم و پتانسيل ا

 توابع مذکور نيست.

 مدلسازی رفتار خاکهای رسی -9-39-3

 گردد: مي ( بيان1983) 3رابطه خطي پيشنهاد لده توسط فروسارد بادر مدل مذکور نرخ اتساع 
 

(8-91)   1
p

v v

p

s s

d d
d M

d d

 
 

 
      

 

qنسرت تنش  ليب خط حالت پايدار و  Mپارامتر مدل،  در اين رابطه  p باا در  بالد.  مي

و عماود   مولفاه هااي باردار واحاد    نظر گيري قانون جريان همرسته و تساوي توابع تسليم و پتانسايل،  

 لوند. مي ر تتريفبه فرم زي dبر سطح تسليم با استفاده از پارامتر مماس 

(8-92) 
21

v

d
n

d



  

(8-93) 
2

1

1
sn

d



  

 لود. مي نيز بوور  زير تتريف Hپارامتر سخت لوندگي 

(8-94)     oH H p f   

(8-95) 1 o

o

e
H

k





  

(8-96)  
 
 

22

2

1
1     1  

1

od
f sign

M Md

 


   
     

   
  

(8-97)  1od     

                                                            
1 Generalized plasticity models  
2 Pastor et al.  
3 Frossard  
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 مدلسازی رفتار خاکهای ماسه ای -9-39-9

گاردد بناابراين، مادل از تواباع تساليم و       نمي در خووف ماسه ها، فرض تتامد به نتايج مناسري منجر

يكه عمود و مماس بر سطح تساليم طراق    بردارهاينمايد.  مي پتانسيل مجزايي در اين خووف استفاده

 لود: مي بوور  زير حساب dبجاي  df(، با استفاده از تتريف 93-8( و )92-8روابط )
 

(8-98)   1f fd M     
 

يكه عمود و مماس بر سطح پتانسيل نيز با استفاده از همان روابط و با استفاده از  به همين ترتيب، بردار

dg لود: مي به لكل زير حساب 
 

(8-99)   1g gd M     

(8-111) 
    

 
f

r

g

M
D

M


  

 

( 29-8علي رغم عدم نياز به توابع تسليم و پتانسيل، متادله اين توابع بواور  زيار باوده و در لاكل )    

 نشان داده لده است:

(8-111) 1
1 1 ( )

c

f

p

p
f q pM 



    
      

   




 

  

(8-112) 1
1 1 ( )g

g

p
g q M p

p





    
             

  

 

 ه زير قابل محاسره خواهد بود:بر اساس رابطمدل نيز سخت لوندگي 

(8-113) 
01c

cp

v

p e
p

k

 



  

 

 (6112توابع تسليم و پتانسيل در مدل پاستور و همکاران ) :(21-1 شکل
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 1مدلهای دارای کلاهک -8-13

توان باه ايان موضاوع     مي و مدلهاي حالت بحراني،دار  بتنوان يک تفاو  اصلي بين مدلهاي کلاهک

لاوند، در   ماي  ه بر خلاف مدلهاي حالت بحراني که بر اساس يک سطح تسليم ثابت بياان الاره نمود ک

 3و سطوح تسليم پيش روناده  2مدلهاي داراي کلاهک، تسليم توسط دو بخش لامل سطح تسليم ثابت

در مادل    f2و سطوح تسليم پايش روناده     f1( نمايي از سطح تسليم ثابت 31-8گردد. لكل ) مي بيان

در در اين لكل بيانگر سطح تسليم مدل خواهد بود.  ABCرا نشان ميدهد. بدين ترتيب،  داراي کلاهک

 مدلهاي داراي کلاهک، تسليم پيوسته خاك باا اساتفاده از کلاهكهااي متحارك و پايش روناده بياان       

بارخلاف  ن، گردد. حرکت اين کلاهكها تا رسيدن به سطح گسيختگي ادامه خواهاد دالات. در ضام    مي

در فضاي سه بتدي دار  کلاهکلوند، مدلهاي  مي تتريف 'q-pبحراني که عموما در فضاي مدلهاي حالت 

  .لوند مي ترسيمتنشها و با استفاده از نامتغيرهاي تانسور تنش 

 
 (6114)دسای و سيریواردان  سطوح تسليم ثابت و پيش رونده در مدل کلاهک دار :(32-1 شکل

 سطح تسلیم ثابت -9-31-3

زيار   بواور  نمايد  مي ت که لرايط نهايي، بحراني و يا گسيختگي را در خاك مدلسطح تسليم ثاب

 لود: مي شان دادهن

(8-114)  1 1 2, 0Df J J   

ون پراگار و  -دراکار دل ما مشاترك  بت بواور  پاوش   اوليه، سطح تسليم ثادار  کلاهکمدلهاي  در
ايان مادل باراي لاريه     داده لده اسات.  نشان ( نيز 31-8)لد. اين موضوع در لكل  مي ميزس تتريف

تحت بارگذاري انفجار و بروز روانگرايي در آنها تحت فشارهاي دورگيار باالا   اي  سازي رفتار موالح ماسه

                                                            
1 Cap models 

2 Fixed yield surface 

3 Moving yield caps 
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عدم بروز رفتاار ساخت لاونده در لارايط زهكشاي نشاده، باراي        با توجه به مورد استفاده قرار گرفت. 
 مدل ون ميزس استفاده لد.  از فشارهاي دورگير بالا مدلسازي رفتار خاك تحت

 :رابطه ذيل را براي سطح تسليم ثابت پيشنهاد دادند( 1971) 1دي ماجو و ساندلرهمچنين 
 

(8-115) 1βJ

1 2 γ α 0Df J e


     

 د.بالن مي خاكپارامترهاي   و  ،که 

 یا کلاهک 9سطح تسلیم پیش رونده -9-31-9
 لود: مي متادله اين سطح نيز، با رابطه ذيل مشخص

 

(8-116)  2 1 2 1J , , 0 Df J k   
 

در اين رابطه 
1k  متماولا  بار اسااس کرنشاهاي حجماي       باوده و تاريخچه تغيير لكل پارامتر وابسته به
 ردد:گ مي پلاستيک بيان

(8-117) 
1 ) ( )( p p

v iik g g    
 

 ،پيش رونده است که نقاط مختلف آن يسطح f2بدين ترتيب در فضاي نامتغير هاي تنش انحرافي، 
 .کانتور کرنش حجمي پلاستيک است ديگر و بترار  التهيكسان د پلاستيک کرنش حجمي

ح تساليم پايش   وباراي تترياف ساط   ( 28-8مطابق لكل )از يک رابطه بيضوي ( 1971)دي ماجو و ساندلر 
 توان سطح تسليم را بوور  زير بيان نمود: مي استفاده کردند. بر اساس اين رابطهاي  رونده در خاکهاي دانه

(8-118) 2 2 2 2

2 2 1( )Df R J J C R b     

 لكل:اين بر اساس ( ارائه لده است. 28-8)لكل  درتتريف پارامترها 
(8-119) Rb X C   

 

 
 (6114)دسای و سيریواردان  سطوح تسليم ثابت و پيشرفته و پارامترهای مختلف آنها :(36-1 شکل

                                                            
1  Di Maggio and Sandler 

2 Moving yield surface  
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و يا همان فشاار   1Jمحل تقاطع با محور   X و نسرت قطر بزرگ به قطر کوچک بيضي است Rکه 

1Jدر   2DJمقدار  bدر مرکز بيضي و  1Jمقدار  C بالد. مي دورگير C    خواهد بود. در واقاعX 

لزوم تترياف رفتاار    کند. در صور  مي پارامتر سخت لوندگي است که ميزان رلد سطح تسليم را بيان

 X ال خواهاد لاد. باراي   فتا غير همسان در جها  مختلف، يک تابع براي بيان سختي کينماتيک نياز  
 توان تابع ذيل را لحاظ نمود. مي

(8-111) 1
ln 1

p

vX Z
D W

 
    

 
  

يا تنشهاي وضتيت اوليه سطح تسليم  کلاهک ابتدايي است که Zپارامترهاي ماده و  Wو  Dمقادير 

 د.نماي مي بياناوليه را 

 

 کلاهک دار: تتيين پارامترها در مدل (2-8) مثال

 طح تسليم ثابتستتيين  -الف

تهران، پارامترهاي سطوح تسليم ثابت و  A( در خووف آبرفت سري 1-8براي داده هاي ارائه لده در مثال )

ارائه لده  علاوه بر داده هاي ارائه لده در مثال مذکور، در جدول را محاسره نماييد.دار  متحرك مدل کلاهک

ايان   نيز به مجموعه قرلي اضافه لاده اسات.   بالاترآزمايش تحت فشارهاي دورگير در اين مثال، نتايج چند 

 بدست آمده اند. محوري کرنش-ي هاي تنش انحرافيدر منحن گسيختگي خاكبا استفاده از نقاط داده ها، 
 

2 (kPa)DJ 
1  (kPa)J نام آزمایش 

70 255 CTC No.1 

113 346 CTC No.2 

250 732 CTC No.3 

300 1000 CTC No.4 

395 1500 CTC No.5 

450 2000 CTC No.6 
 

پراگار و ون  -(، سطح تسليم ثابت با تتيين پوش گسيختگي مشاترك مادل دراکار   31-8در لكل )

ميزس مترفي لد. رولي ديگر براي تتيين سطح تساليم ثابات، اساتفاده از پاوش مشاترك دو ساطح       

 و ديگاري مرباوط باه فشاارهاي دورگيار پاايين       ،صافر پراگر، يكي با عارض از مرادا   -گسيختگي دراکر

(، 1979) 1. بر اين اساس دساي و همكارانبيشترين عرض از مردا، مربوط به فشارهاي دورگير بالا است

 رابطه زير را براي اين پوش مشترك ارائه نمودند:

(8-111) 1

1 2 1 0
J

Df J e J
  

      

                                                            
1 Desai et al. 
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, پارامترهاي اين سطح لامل , ,    باه داده هااي    رابطاه فاوق  د که از برازش رياضي بالن مي

0الرته بايد دقت دالت که در لرايط  آيند. مي آزمايشگاهي بدست      اين سطح منطراق بار ساطح

نكتاه ديگار   پراگر و ون ميزس( خواهد بود. -تسليم قرلي )يتني پوش مشترك سطوح گسيختگي دراکر

 ه اگرآنك ، وضاتيت   (32-8). لاكل  دالات نخواهاد  الزامي پراگر اول از مردا -عرور پوش دراکر

 د.ده مي نشانمذکور و نقش پارامترهاي مدل در آن را سطح 

 
 بر مبنای داده های آزمایشگاهیدار  سطح تسليم ثابت مدل کلاهک :(32-1شکل 

 

لود. نقاط گسيختگي مربوط  مي رهاي مدل در خووف اين مثال ارائهدر ادامه نحوه محاسره پارامت

1به آزمايشهاي برش سه محوري در فضاي  2DJ J  ( ترسايم لاده اناد. متادلاه    33-8در لكل ) 

 توان بوور  زير بازنويسي نمود. مي ( را8-111)

 
  ای آزمایشبر مبندار  تعيين سطح تسليم ثابت مدل کلاهک :(33-1 شکل
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 1

2 1

J

DJ J e
   

    

1) قائممحل برخورد با محور در  0J ) توان نولت: مي 

 
2DJ     

 بزرگ همچنين در مقادير
1J توان گفت: مي 

 1

2 10           
J

De J J
  

     

 لاود کاه در   ماي  ارامترهاي مدل را تتيين نمود. ضمنا  تاييدتوان پ مي بدين ترتيب ،   پاوش

 توان دريافت: مي نمايد. بر اساس لكل ترسيم لده مي پراگر از مردأ عرور-دراکر
 

 272.8,     0     272.8         

 
2

1

3.38
0.0886

28

Dd J

dJ
     

 توان نولت: مي يين تبراي ت

 
1

1 2 1 2

1

1
   ln

D DJ
J J J J

e
J


   


 


    
    
 
 

  

. با جايگذاري لود مي در نظر گرفته پوش ترسيم لده( از 33-8در لكل ) A يک نقطه دلخواه مثل

مقادير 
1J  2وDJ  مربوط به آن در متادله فوق، مقدار گردد. مي حاسرهم 

 
1 732  J psi  

 
2 250                      0.00155DJ psi     

 سليم متحركسطح ت -ب

p کرنش حجمي پلاساتيک  براي تتيين سطح تسليم متحرك ضروري است تا

v    در نقااط مختلاف

pمسير تنش محاسره لوند. پروسه محاسره 

v لاود.   مي منجر به تتيين کانتورهاي هم کرنش حجمي

با توجه به آنكه پارامتر سخت لوندگي به عنوان تابتي از کرنشهاي حجمي پلاستيک مطرح است، ايان  

لاوند. کارنش حجماي پلاساتيک از داده هااي       مي ترسيمکانتورها به عنوان کلاهک هاي پيش رونده 

ي آزمايش هر سه تنش اصالي تغييار يابناد نمودارهااي     گردد. در صورتيكه ط مي آزمايشگاهي محاسره

1 1  ،2 2   3و 3  1لوند امّا در صورتيكه فقط يک تنش اصلي مثل  مي ترسيم  تغيير

1 هاييابد نمودار 1  ،1 2   1و 3  لوند. مي ترسيم 
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 (6114)دسای و سيریواردان  تغييرات هر یک از مولفه های تنش اصلی با کرنش اصلی نظير آن :(34-1شکل

pبراي تتيين کرنش حجمي پلاستيک 

v باا يكاديگر جماع    پلاساتيک اصالي  ، سه کرنش محوري 

بر اساس مدول برگشت متوسط  Bتا  Aبراي جزء تنش از (، 34-8لوند. بدين منظور، مطابق لكل ) مي

rE اين عمل  .گردد مي محاسرهنظير و کرنش پلاستيک نموده از کرنش کل کم را ، کرنشهاي الاستيک

با جمع سه انجام و کرنش حجمي پلاستيک  اصلي کرنش-تنش اصليمنحني  هر سهبطور متناظر براي 

 آيد. مي بدستمقدار 
 

1 2 3

p p p p

vd d d d       

تاوان   ماي  نظار  در کل مساير ماورد  با توجه به اينكه پروسه مزبور براي يک جزء تنش انجام گرفت، 

 نولت:

(8-112) 
1

1

i
p p

v vd 


  

 
  تيک و تعيين سطوح تسليم متحرککانتورهای کرنش حجمی پلاس :(32-1 شکل

بر اساس محاسره کرنشهاي الاستيک از رابطه رفتاري الاستيک و کسر آن از کرنش کل ديگر، روش 

 رابطه زير است:
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(8-113)    
1

e ed c d 


     

(8-114)    1 2 3 1 2 3

p e e e

vd d d d d d d             
 

بجااي اساتفاده از کارنش حجماي      ميتاوان  الرته با توجه به کوچک بودن دامنه رفتار الاستيک خااك، 

. لاود  مي نيز که منجر به پاسخهاي مناسب و قابل قرولي کرداستفاده نيز پلاستيک از کرنش پلاستيک کل 

کرنشهاي حجمي پلاستيک در نقاط مختلف از مسيرهاي تنش، کانتورهاي هم کرنش حجمي  پس از تتيين

 آيند. مي نياز بدست پارامترهاي مورد ه آنها،ب برازش منحني( رسم لده و با 35-8مطابق لكل )

 تابع پتانسيل پلاستيک -پ

با تتيين مولفه هاي برلي و حجمي کرنش پلاستيک در هر نقطه از مسير تنش، جهت بردار کرنش 

1فضاي تنش  ازپلاستيک نيز در هر نقطه  2: DJ J بدست خواهد آمد. با توجه به اينكه بردار کرنش 

پلاستيک در هر نقطه بر سطح پتانسيل عمود است، با اين روش امكان تتيين سطح پتانسيل پلاستيک 

Q  اين روش در  .وجود خواهد دالتبه عنوان سطح تقريري که در تمام نقاط بر اين بردارها عمود است

 نشان داده لده است.( 36-8)لكل 

باراي   Rو  D ،W ،Zرك، چهار پارامتر بر اساس توضيحا  ارائه لده در خووف سطوح تسليم متح

بالند. با توجه عدم در نظرگيري سطح تسليم اولياه در ايان مثاال،     مي مشخص نمودن آن قابل تتيين

Z=0   خواهد بود. دقت گردد متمولاZ لود که از يک مرحلاه آزماايش باه مرحلاه      مي در مواردي لحاظ

سير تنش خاف آزمايش و سپس با تغييار مساير   بتدي برويم. يطور مثال يتني، ابتدا نمونه تحت يک م

از آزماايش هيدواساتاتيک قابال     Wو  Dمقادير پارامترهاي  تنش به مسير تنش جديدي رسيده باليم.

 توان نولت: مي Z=0هستند با جايگذاري 

 
 (6114)دسای و سيریواردان محاسبه جهت بردارهای کرنش پلاستيک و سطح پتانسيل  :(31-1شکل 

 

(8-115) 1
ln 1
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vX
D W
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 تنش همه جانره ايزوتروپ اعمالي خواهد بود. بنابراين: pلود که  مي در نظر گرفته X=3pمقدار 

 3 ln 1   
p

vpD
W

 
    

 
  

  31p pD

v W e    

(8-116)  3     1p e pD

v v v v

p
W e

K
           

  

از داده هااي آزماايش فشاار     Wو  Dاي تتياين  بالاد. بار   ماي  مادول بالاک خااك    Kدر اين رابطه 

گردد. در خووف آبرفت تهران، آزمايشهاي فشار هيدرواساتاتيک بار نموناه     مي استفاده هيدرواستاتيک

% انجام و باراي پانج مرحلاه اعماال     71سانتيميتري در تراکم نسري  21و ارتفاع  11با قطر اي  استوانه

يلوپاسكال، نمودار تغييرا  حجم باا زماان بواور  زيار     ک 511و  411، 311، 211، 111فشار دورگير 

بدست آمده است. بدين ترتيب کرنش حجمي کل در هر مرحله از تقسيم تغييرا  حجم متناظر با هار  

تاوان،   ماي  با تتيين کرنشهاي پلاستيک .گردد مي فشار دورگير بر حجم اوليه مطابق رابطه زير محاسره

 بدست آورد.بوور  جدولي ار دورگير را تغييرا  کرنش حجمي کل در برابر فش
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p (kPa) v  

100 0.0019 
200 0.0038 
300 0.0062 
400 0.0076 
500 0.0095 

( 116-8) و اعاداد در رابطاه   لاده انتخااب   کيلوپاسكال 511و  311از اين جدول دو نقطه با فشار 

 بالد ميتوان نولت: K=120 MPa مدول بالک لوند. با فرض آنكه مي جايگذاري
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حدس اوليه براي اين متادله بوور  زيار قابال   آيد.  مي با ستي و خطا بدست Dبدين ترتيب مقدار 

 تتيين است:
(900 1500) ln(0.693) 0.00061D D     

و  D=0.00061محاسره خواهد لاد. در ساتي اول از    W در يكي از روابط، سپس با جايگذاري مقدار آن

W=0.0088 توان مقدار دقيقتاري   مي با کاهش از اين مقدار به سمت مقادير کمتر، متمولاگردد.  مي استفاده

باا   Wلاود. مقادار    ماي  محاساره  W=0.0098و  D=0.00053با بررسي دقيق تر مقادار  ترتيب  اينبه يافت. 

از هر دو متادله و محاسره مقدار ميانگين،  Wجايگذاري از متادله اول بدست آمده است. در صور  محاسره 

به اين ترتياب جادول زيار     خواهد بود. W=0.0097و  D=0.00053سومين ستي براي حل متادله عرار  از 

بر اساس اين جدول، در محدوده  مل آمده قابل تتيين است.براي بررسي پيشريني هاي مدل در سه ستي بت

 دهد: نمي مورد بررسي، پاسخ مدل حساسيت زيادي به مقادير اين پارامترها نشان
 

(kPa) p اول انتخاب آزمایش دوم انتخاب  سوم انتخاب   

100 0.0019 0.0014 0.0013 0.0013 

200 0.0038 0.0023 0.0022 0.0022 

300 0.0062 0.0031 0.0030 0.0030 

400 0.0076 0.0039 0.0039 0.0039 

500 0.0095 0.0048 0.0047 0.0047 

 

دورگير بسيار باالا در  فشارهاي  تحتنكته مهم آن است که اگر نتايج آزمايش فشار هيدرواستاتيک 

3بالد، ترم دست  pDe     ياب  نماياد و بادين ترت   ماي  در عرار  باه سامت صافر ميالW   از کرنشاهاي

جايگاذاري در   دورگيار باا   توان در مقادير کاوچكتر فشاار   مي Wبا محاسره  پلاستيک قابل تتيين است.

 را نيز بدست آورد. Dمتادله، 

کانتورهااي  لكل بر اساس اين پارامتر بيان کننده اندازه و لكل سطح تسليم است. مقدار  Rپارامتر 

بسياري موارد با فرض متادله بيضوي براي کلاهاک و نسارت   هم کرنش پلاستيک قابل تتيين است. در 
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بدين ترتيب سه  گردد. مي بين اين دو حد لحاظ Rمقدار پارامتر  2.0تا  1.67قطر بزرگ به کوچک بين 

 خواهد بود:دار  کلاهک سطوح تسليم و سخت لوندگي مدلمتادله ذيل مرين 
 

10.00155 ثابت تسليم سطح

2 1272.8 0.0886 272.8
J

DJ J e


    

2 متحرك                                                                     تسليم سطح  2 2 2

2 1R ( ) RDJ J c b    

1 تابع سخت لوندگي                                                                       
ln 1

0.00053 0.0097

p

vX
 

  
 
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 مفصل هشت اتتمرین

 کداميک از موارد زير صحيح نيست؟ Mohr-Coulombتيار در خووف م-1

 لود. مي در اين متيار از تنش اصلي ميانگين صرفنظر -الف

 مقاومت کششي و فشاري موالح در اين متيار متفاو  از هم هستند. -ب

 گردد. مي متيار موهر کولمب متمولا در صفحه نامتتيرهاي تنش استفاده -ج

 گردد. مي در تتريف اين متيار وارد نامتغير سوم تانسور تنش -د

 کدام مورد خووف متيار دراکر پراگر نادرست است؟ -2

 کولمب دارد.-عملكرد ضتيف تري در محاسره کرنشهاي پلاستيک نسرت به موهر -الف

 نمايد. مي تغيير حجم خاکهاي متراکم را به نحو مناسب تري مدل -ب

 يش سه محوري قابل محاسره هستند.دو پارامتر آن با استفاده از نتايج آزما -ج

 بالد. مي لكل متيار گسيختگي در صفحه تنشهاي اصلي بوور  يک دايره -د

 نادرست است؟  q-p′-eکدام مورد خووف سطح حالت مرزي در صفحه -3

 لود. مي ثابت، با ازدياد نسرت تخلخل سطح روسكو بزرگتر eدر مقاطع  -الف

 يافته در راستاي ساطح روساكو باه خاط حالات بحراناي      مسير تنش نمونه هاي عادي تحكيم  -ب

 رسند. مي

 رسند. مي مسير تنش نمونه هاي پيش تحكيم يافته در راستاي سطح ورسلو به خط حالت بحراني -ج

 بوور  يک منحني خواهد بود. p′-eتووير خط حالت بحراني در صفحه  -د

 نمايد؟  مي رطرفمدل کم کلي اصلاح لده چه نقوي از مدل کم کلي اوليه را ب-4

 لود. مي سطح تسليم متقارن -الف

 لوند. مي در تنش هيدرواستاتيک، کرنشهاي پلاستيک بوور  صحيح مدلسازي -ب

 لوند. مي در محل تلاقي سطح تسليم و خط حالت بحراني، کرنشهاي پلاستيک اصلاح -ج

 لوند. مي کرنش برلي پلاستيک و کل با هم برابر در نظر گرفته -د

بر صفحه  Drucker-Pragerو همچنين  Tresca ،von Mises ،Mohr-Coulombمتيارهاي  تووير-5
 .را ترسيم نماييد 

ترسايم نمايياد و    p′-q-eرا در فضااي کلاي ساه محاوري      (state boundary)سطح حالت مرزي -6

 هريک از بخشهاي آن را تشريح کنيد.

 را توضيح دهيد. Capير مدلهاي الاستوپلاستيک داراي نحوه تتيين پولهاي ثابت و متغ-7



 

 هااتساع در خاک –روابط مقاومت  –فصل نهم 

 

 نهمفصل 

 

 هااتساع در خاک –روابط مقاومت 

 

 

 

 

 

 مقدمه -9-1

. گردياد بياان   هفاتم رفتار خاکها در فوال  براي تريين چهارچوب کلي مدل هاي الاستو پلاستيک 

قابل بازگشت را در  تغييرلكلهاي کاملاسطوح تسليم، که مرز وب لامل ويژگي هاي اساسي اين چهارچ

پتانسيل پلاستيک که حالت يا مكانيزم تغيير لكل پلاساتيک باه وجاود آماده در زماان      تابع بر دارد و 

مدلساازي رفتاار   پتانسيل پلاستيک و تسليم بر يكديگر  تطابق توابع د.نلو مي ،کند مي تسليم را کنترل

. در مدل کم کلاي  بالد مي نمايد زيرا محاسره تابع پتانسيل پلاستيک امري پيچيده مي خاك را تسهيل

باراي محاساره   پتانسايل پلاساتيک و ساطح تساليم      جريان همرسته و تطابقفرض  ،هشتمدر فول و 

 .کرنشهاي پلاستيک در نظر گرفته لد

رفي لده و عوامل کنتارل  متفول، قوانين مختلف براي محاسره نرخ تغيير لكل هاي پلاستيک در اين 

قارار  و بررساي  داده هاي آزمايشگاهي مورد بحاث   وبا بيان منابع مختلف ها  تغيير لكلنرخ اين کننده 

 گرفته است.

 اتساع-تنش ارتباط ن جریان ووناپتانسیل پلاستیک، قتابع  -9-2

qبه عناوان منحناي هاايي در صافحه تانش ماوثر        پتانسيل پلاستيکدر فول هفتم توابع  p 

p/بردار نمو کرنش پلاستيک ( 1-9مطابق لكل )مترفي لدند که  p

s vd d  بالاند  مي عمودها  بر آن. 
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p/نسرت  ،خاك يبسياري از مدل هاي رفتاردر  p

s vd d   تنها به نسرت تنش/q p   و نه به

p تک تک مقدار   وq نسرت  .گردد مي وابسته/p p

s vd d    طرق تتريف در جهت عمود بر پتانسايل

q/بالد، که اگر تابتي از نسرت تنش  مي پلاستيک p   تواند با  مي (1-9مطابق لكل )بالد، نيز

qلتاعي از مرکز صفحه  رسم p .به دست آيد 

در مقابل نسرت  است که نسرت تنش آنپتانسيل پلاستيک توابع راه جايگزين ديگر براي مترفي 

p/نمو کرنش پلاستيک  p

s vd d  .کميتي که نسرت نمو کرنش (، 1-9مطابق لكل )لكل  رسم لود

pبين بردار نمو کرنش و محور دهد زاويه  مي را نشان حجمي پلاستيکبرلي و کرنش   است:  

(9-1) tan
p

s

p

v

d

d





  

لاود کاه    ماي  رابطه بين نسرت نمو کرنش پلاستيک و نسرت تنش به عنوان قانون جريان لناخته

p/کند. نسرت  مي ک خاك را کنترلمكانيزم تغيير لكل يا جريان پلاستي p

s vd d    اتساع پلاساتيک

، نمودارهااي  و نسارت تانش    (، نمودارهاي مربوطاه بار حساب    2-9خاك است و مطابق لكل )

 نام دارند. 1اتساع-تنش

 

 

q/نسبت تنش  :(6-1 شکل p   1و زاویه اتساعtan
p

s

p

v








 
 (6112)وود 

                                                            
1 Stress-dilatancy  
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qحالت بحرانی ترسيم شده در فضای به همراه ایزوتروپنمو کرنش پلاستيک برای تراکم )الف(  :(2-1 شکل p 

: اتساع-)ب( نمودار تنش  ایزوتروپتراکم نقاط  بين (: 0I   و حالت بحرانی)(:C  ) 

 

خاك مناسب است گرچه براي تريين رفتار الاساتيک  رفتار پلاستيک براي تريين  اين روش مترفي

متمولا نسرت کرنشهاي برلي و حجمي الاستيک، بسته به ثوابات  زيرا  .رسد نمي چندان مناسب به نظر

نند مدول برلي و مدول بالک، مضربي از نسرت تنشهاي برلي و حجمي خواهد باود.  الاستيک خاك ما

مناساب نيسات زيارا ايان     نياز  کل  هاي برلي و حجمينسرت نمو کرنشبتلاوه اين ويژگي براي تريين 

تساليم   ،در بسياري از لارايط گرچه،  الاستيک و پلاستيک خواهد بود. هايکرنشهر دوي پارامتر لامل 

سهم کرنش الاستيک در مقابل کرنش کل قابل صرف نظر خواهد باود و اخاتلاف   که دهد  مي رخزماني 

زهكشي نشده ياا   هايطي آزمايش بين نسرت نمو کرنش پلاستيک و نسرت نمو کرنش کل اندك است.

/ نسرت ،حجم ثابت 0v s   طي آزماون زهكشاي نشاده،    خاك . بنابراين در زمان تسليم است

 يعلامتا صفر باوده و بتراارتي ايان دو مولفاه کارنش،      حجمي الاستيک و پلاستيک  هايکرنشمجموع 

/ نسرت ، لذادارنديكديگر مخالف  0p p

v s   خواهد بود. 

 ي ادامهرلبه کرنش بخاك بدون کرنش حجمي پلاستيک  بر اساس مدل کم کلي، در حالت بحراني

M دهد. بدين ترتيب در نسرت تانش  مي ، / 0p p

v s    جازء باردار  بناابراين،   بالاد.  ماي 

از  C، در نقطاه  (1-9رابطه ) اساسبر و الف( -2-9خواهد بود )لكل  qکرنش پلاستيک موازي با محور 

 ب(-2-9لكل )
2


  در لرايط تراکم ايزوتروپ  .است(q=0) جاه باه عادم تغييار لاكل      با تو، نيز

0pبرلي 

s   محور  ا موازبه بردار نمو کرنش پلاستيک وp  در الاف( -2-9)لاكل   خواهد بود .

0اين حالت زاوبه اتساع پلاستيک   بالد )نقطه  ميI ( 2-9در لكل-.)پتانسيل پلاستيک تابع ب، 

نماياد. باه عراار  ديگار،      ماي  را براي آن موالح مشخصقانون جريان رابط بين اين دو وضتيت بوده و 

:قانون جريان ارتراط    را بين نقاطI  وC هااي  لاكل دقياق ايان منحناي در خاک    نمايد.  مي بيان

 .وضتيت متفاوتي خواهد دالت مختلف
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اصلاح لده که در فول هشتم ارائه گرديد به لارح ذيال اسات و     مدل کم کليقانون جريان براي 

 ( ترسيم لده است.3-9در لكل ) M=1.0براي 

  (9-2) 
2 2

2

p

v

p

s

M 

 


  

  (9-3) 
2 2

2
tan

M








  

 
 (6112)وود  اتساع مدل کم کلی-)ب( رابطه تنش پتانسيل پلاستيک،تابع )الف(  : نمایی از(3-1 شکل

 

 کرنش مسطح  شرایطاتساع در -تنشارتباط  -3-9-3

لاد. مادل    ماي  در آزمايشا  سه محوري استفادهها  براي توصيف رفتار خاكها  مدل کم کلي مد 

دهد، به سادگي براي حالت کرنش محاوري   مي هايي که ارتراط بين نسرت تنش و نرخ اتساع را توضيح

( 4-9در لاكل ) لاكل  اي  ره هااي اره قفل و بست پبا خاك اتساع لريه سازي هستند.  قابل کاربردنيز 

 بار صافحه افقاي بلكاه بار       ناه فرض لغازش  ، با خاك هنگام برش در واقع، اتساعنشان داده لده است. 

لغازش باين ذرا     .گردد مي الف(، لريه سازي-4-9)لكل  ميسازد که با افق زاويه اتساع اي  صفحه



 262  خاکها در اتساع – مقاومت روابط – نهم فصل

لاوند   ماي  فرآيناد لغازش درگيار    نگاهي بر نيروهايي کاه در  افتد. مي وي اين صفحا  اتفاقر بر ،خاك

دار  روي صافحا  لايب   زاويه اصطكاك در مقابل لغزش بار  درصورتيكه، دهد مي نشان ب(-4-9 )لكل

cs  ي، در جهت افق اي حرکتبراصطكاك بسيج لده ظاهري بالد، زاويه
m     به صاور  زيار خواهاد

 بود:

(9-4) 
m cs      

 1لود کاه زاوياه بسايج لاده     مي اتساع تتريف-( به عنوان رابطه تنش4-9رابطه )
m    را باه زاوياه

 .نمايد مي رترطدر حين بارگذاري برلي م اتساع 
 

 

)ب( دار  بر روی سطوح زبر شيب شکلای  پره های اره گیگير افتادو )الف( لغزش نمایش شماتيک  :(1-3 کلش

 (6112)وود  روی صفحه شيب دار بروارده ی برآیند هانيرو

 

لاكل  مطابق  2ستقيمآزمايش برش م حيندر نمونه خاك توان  مي ( را4-9صفحه لغزش در لكل )

 Q، بار برلاي  Pلوند بار عمودي  مي که در اين آزمايش اندازه گيريکميت هايي  .در نظر گرفت (9-5)

                                                            
1 Mobilized friction angle  
2 Direct Shear test  
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توسط بارهاي اعماالي   انجام لده . کاربالند مي مرزهاي جتره برشدر  yو  xو تغيير مكان هاي متادل 

P  وQ  نمو تغييرمكان هاي  ايجادبر نمونه خاك حينx  وy زير است: لرح، به 

(9-5) 
TW P y Q x     

Qعرار   x  عرار   ونشان دهنده کار انجام لده حين برش نمونهP y    نشان دهنده کاار انجاام

براي خاکي مانند ماسه متراکم که در حين  دهد. مي اثر برش تغيير حجم تحتکه خاك است زماني  در لده

0yبرش اتساع پيدا ميكند،    و بار عموديP سوار لادن لود. خاك به دليل  مي به سمت بالا کشيده 

تغيير لكل تنها زماني که برخي ذرا  قادر به رانده لادن بارروي ذرا     و لود مي منرسطبر يكديگر ذرا  

Q، کل کار برليحرکتبه دليل اين  .کند مي ادامه پيدا ديگر بالند x لاود،   نماي  سط خااك جاذب  تو

باقي مانده  نياز است.مورد خاك  اتساع دانه هايغلره بر  بترارتي نيروي عمودي و غلره برمقداري از آن براي 

کار خالص ورودي
TW  و باويژه مقابلاه باا    تغييار لاكل الاساتيک    روناد  ر نيز د لود مي به نمونه واردکه

 .گردد مي حين لغزش صرفه هاي خاك مقاومت اصطكاکي بين دان

 توساط ل کاار ورودي  جاذب کا  فارض  باا  تانش  -رابطاه اتسااع  (، 1948) 1تيلورمطالتا  بر اساس 

 قابال حواول اسات.   هاا   داناه توساط تغييار لاكل الاساتيک     و عدم اتلاف انرژي اي  بين دانهاصطكاك 

 کنتارل  طكاك و ضاريب اصا   Pتوساط باار عماودي     ،فرض لود اتلاف انرژي اصطكاکي درصورتيكه

 :توان نولت مي لود مي

(9-6) 
TW P x    

 ( داريم:6-9( و )5-9با کنار هم گذالتن و منظم کردن روابط )

(9-7) Q y

P x





   

اتسااع نموناه    و جمله دوم نياز نشاان دهناده   بر صفحه افقي اصطكاك بسيج لده زاويه  ،جمله اول

 :حين برش است

(9-8) tan m

Q

P
  

(9-9) tan
y

x





   

(9-11) tan tanm      

کنند و بترارتي خااك باه حالات     مي زماني که ذرا  خاك در حجم خاك ثابت لغزش و دوران را تجربه

0بحراني رسيده بالد، 
y

x




  و

Q

P
 ( 7-9خواهد بود. لذا رابطه )توان به لكل زير نولت: مي را 

(9-11) tan m   

                                                            
1 Taylor  
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 مستقيم در جعبه برشدار  شيبو سطوح زبر  :(2-1)شکل 

 

و متراکم اسه سست بر ممستقيم آزمايش برش  داده هايبررسي توان با  مي را( 11-9رابطه )صحت 

لايب نماودار داده هااي    از . نماود ، امتحان ( گزارش لده است6-9در لكل ) (1948تيلور ) که توسط

ب(، براي به دست آوردن مقادير -6-9)لكل در  yو  x در جها  تغيير مكان
y

x




 .لاود  ماي  استفاده 

نسرت بار افقي به بار عمودي اين نسرت در مقابل 
Q

P
 .استالف( ترسيم لده -7-9در لكل ) 

 
متراکم با  :کيلوپاسکال ) 211تنش نرمال  تحتآزمایش برش مستقيم بر ماسه اتاوا  :(1-1شکل

0 1.562 ، :  0سست با 1.652 )، اصطکاک بسيج شده زاویه ف( ال
Q

P
 در برابربر روی صفحه افقی  

 (6141 ،)تيلور xدر مقابل تغيير مکان برشی  yب( تغيير مکان قائم ، xتغييرمکان برشی 
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مجموع ب( -7-9در لكل )
Q y

P x




  در مقابل تغيير مكان افقيx  است مشخص .استترسيم لده 

همخواني ، x، در تغييرلكلهاي برلي کوچک ب(-7-9الف( و )-7-9)هاي در لكل  نشان داده لدهکه نقاط 
كل تغييار لا   بر اساسقانون جريان بايد  علت اين امر آن است که ( ندارند.11-9( و )7-9با روابط ) مناسري

ر مراحل اوليه لي انجام لده دبدين ترتيب بايد کار بر تتيين لود. تغيير لكل کل ايجاد لده و نهپلاستيک 
 .در روابط مد نظر قرار گيرد، گردد مي غيير لكل الاستيککه موجب بروز تآزمايش 
0.49 مياانگين  بالاند و مقادار   ماي  داراي ثرا  بيشتريها  داده ،xتغييرلكلهاي برلي بزرگتر در    از
0.49با نيز ( 7-9رابطه ) .ب( قابل استخراج خواهد بود-7-9لكل )   ( 7-9در لاكل-  )م لاده  يرسا تالاف

 خاوبي نشاان  را باه   ياباد  ماي  را هنگامي که نسرت تنش از مقادار اوج کااهش  ها  و رفتار نرم لونده ماسه است
 دهد. مي

 
با  متراکم :)(، 1-1و رابطه )نسبت تنش و اتساع در آزمایشات برش مستقيم بر روی ماسه اتاوا  :(1-1 شکل

0 1.562 ، : 0با  سست 1.652 ) ، )اصطکاک بسيج شده زاویه الف
Q

P
اتساع  در مقابل 

y

x




 ب(، 

 مجمع
Q y

P x




  در مقابل تغيير مکان برشیx (6141 ،)تيلور
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عملاي  در آزمايشاا  بارش مساتقيم     yو  x هااي و تغيير مكان Qو  Pيروهاي نچند اندازه گيري  هر

امكاان   ها عمالا کرنشبويژه و  هاتنشنمونه در جتره برش، تتيين  ناست، به دليل عدم تغيير لكل همگ

ديگري است که  مسطحکرنش  سيستم ،1برش ساده آزمايش .نروده و با خطاي فراواني همراه استپذير 

. ايان  نماياد  مي نسرت به برش مستقيم ايجاد تري يكنواختايجاد لده در آن، وضتيت تغييرلكل هاي 

طاول نموناه   حين اعمال نيروي برلي،  الف( نشان داده لده است.-8-9لكل در لكل ) تغيير وضتيت

اندازه گيري تنش برلاي  با ابزارگذاري مناسب، آن تغيير کند.  ارتفاعممكن است ماند اما  مي ثابت باقي

و  xافقي و قائم  هايتغيير مكاناز  لوند، امكان پذير است. مي که بر خاك اعمال yyو  yxو عمودي 

y ،هاي نظير قابل محاسره هستندکرنش: 

(9-12) 
yy

y

h


   

(9-13) 
yx

x

h


   

0xx، طول ثابت نموناه همچنين با توجه به  بالد. مي ارتفاع نمونه hکه در آن     .خواهاد باود 

ه صفحه صفحه بالا نسرت بنسري رکت که با مقدار ح  اتساع زاويهب( نيز نحوه محاسره -8-9لكل )

 .نمايد مي بياندايره موهر مرترط است را با استفاده از پايين 

(9-14) tan
yy

yx







  

 دياده  (ب-8-9)اين زاويه هماانطور کاه در لاكل     .لود مي ناميدهنمونه زاويه اتساع ، در اين رابطه 

 . در واقعکند مي را قطع محور کرنش برليکه است قاطي موهر در نه لود، ليب مماس بر اين داير مي

 ،زاويه اصاطكاك  متادل  در دايره موهر کرنشي     ج(. -8-9)لاكل  ، در داياره ماوهر تانش اسات

را براي لرايط  زاويه توان  مي است ولي بطور مشابهلرايط کرنش محوري سودمند تتريف مذکور در 

 :نمودتتريف سه محوري 

(9-15) sin v

s







  

( بر حسب مقادير تنش و کرنش که از دستگاه برش ساده قابل تتيين است، باه صاور    7-9رابطه )

 آيد: مي زير در

(9-16) yx yy

yy yx

 


 
   

                                                            
1 Simple shear test  
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( 1971) 2کاه توساط اساترود    1ماسه سست و متراکم ليتون بازاردداده هاي آزمايش برش ساده بر 

yx( با جمع مقادير 9-9) گزارش لده در لكل yy

yy yx

 

 
    در مقابل کرنش برلي اندازه گياري لاده

xy ( براي آزمايش برش مستقيم اسات. بار اسا   -7-9رسم لده است. اين نمودار متادل لكل )اس ب

0.575داده هاي آزمايش برش ساده، مقدار   همچناين مشاخص اسات کاه پاساخ       آيد. مي بدست

 گيرند. مي سست، بر يک خط يكسان قراراي  متراکم با پاسخ نمونه ماسهاي  نمونه ماسه

 
 ، )ج( زاویه اصطکاک بسيج شدهبرش ساده، )ب( زاویه اتساع حين )الف( تغيير شکل نمایی از  :(1-1شکل

 (6112)وود 

 

                                                            
1 Leighton Buzzard   
2 Stroud  
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متراکم با  :بر ماسه ليتون بازارد ) سادهمجموع نسبت تنش و اتساع در آزمایشات برش  :(1-1 شکل

0 1.53 ، :  0سست با 1.78  6116( )استرود) 

 

 و اصلاح شده اولیهکم کلی مدل  انرژی درمعادلات  -3-9-9

بار   وارده که در آن کار انجام لده توسط نيروهايکنند  مي را توصيف( رولي 6-9( و )5-9روابطه )

باراي  ( 7-9اتسااع ) -متادلاه تانش   لاود.  ماي  به صور  اصطكاك در خااك زايال   مرزهاي جتره برش،

قابال تتمايم اسات.    ، اما براي لرايط متقارن محوري آزمايش سه محوري م تتيينمستقيبرش  آزمايش

qتنش هاي  در صفحهکل کار ورودي در واحد حجم به نمونه سه محوري که  p  هنگامي که تحت

qو  p هايکرنش
 

 ير است:قرار دارد، به صور  ز
 

(9-17) 
v sW p q     

 

در که برگشت ناپذير . انرژي و برگشت پذير استتغييرلكل الاستيک خاك  صرفکار ورودي  بخشي از

 است: قابل بيان لود به صور  زير مي زائلروند تغيير لكل خاك 

(9-18) p p

v sE p q     
 

 :گردد مي براي غلره بر اصطكاك خاك صرفن انرژي اي کل(، 1948تيلور ) طرق فرضيه
 

(9-19) p

sE Mp   
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 لود: مي بازنويسي زير( به صور  19-9( و )18-9بنابراين ترکيب روابط )

(9-21) p p p

v s sp q Mp      

(9-21) 
p

v

p

s

q
M

p




 


  

0 کاه وضاتيت خااك در حالات بحراناي     اسات   يپارامتر مناسار  Mليب خط بحراني 
p

v

p

s




  و

q
M

p
 


در نماودار   را( 21-9رابطاه ) (، 11-9در لاكل )  2منحني  .نمايد مي را به خوبي بيان 

  1: (tan / )p p

s vq p       پتانسايل   تاابع  دهاد.  ماي  نشاان اتسااع  -به عناوان رابطاه تانش

qپلاستيک در صفحه  p       که جهت بردار نماو کارنش پلاساتيک را باا نسارتp p

s v   کنتارل 
به دست آورد. الرته، لكل متادل ايان رابطاه    (21-9توان با انتگرال گيري از رابطه ) مي نمايد را نيز مي

 بالد: مي براي انتگرال گيري به صور  زير

(9-22) 
q dq

M
p dp
 
 

  

 :بر اين اساس، تابع پتانسيل پلاستيک به فرم زير تتيين خواهد لد

(9-23) 0ln
p

M p

 



  

0p  و مقدار  بودهپتانسيل پلاستيک  کنترل کننده اندازه تابعp  0 را در  اين  دهد. يم نشان
 ( رسم لده است.11-9منحني در لكل )

 
 (M=1)برای  6راو( 3) اوليه( کم کلی 2، )اصلاح شده ( کم کلی6) در مدلهای اتساع-روابط تنش :(62-1) شکل

                                                            
1 Rowe  

β 
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به ( 23-9از رابطه ) نيزتابع تسليم ، تتامدو  (21-9جريان پلاستيک خاك از رابطه ) با فرض ترتيت

 در چاارچوب مادل هااي   ماذکور  ابع تساليم و پتانسايل پلاساتيک    وت رگيريبا درنظ .خواهد آمد دست

( 1963فيلد )اروساكو و اساك   اولياه مدل کم کلاي  ، سخت لوندگي حجميبا پلاستيک -الاستو رفتاري

 لود: مي باز نويسي زيرمتادله گرديد. در مدل کم کلي اصلاح لده، کار پلاستيک بر اساس مترفي 
 

(9-24) 2 2( ) ( )p p p p

v s v sp q p M        

 

در لكل  1اصلاح لده، بوور  منحني قانون جريان و پتانسيل پلاستيک بيضوي براي مدل کم کلي 

در مقادير قوانين جريان مدل کم کلي اوليه و اصلاح لده، تفاو  آلكار  .است( نشان داده لده 9-11)

از نقطه  اوليهکم کلي مدل قانون جريان (، 11-9در لكل ) .نمايان است  پايين نسرت تنش

( 0, =0) .0طي بارگذاري ايزوتروپ )اين بدين متني است که  نمي گذرد  ،کرنش ( نيز

 لود. مي توليد توجهيقابل برلي پلاستيک 

رياه تغييرلاكل هااي غيار     ( نظ1963) 1در راستاي توجيه اين مشكل، روسكو، اسكافيلد، و توراراجا

نمونه خاك ممكن است لامل نواحي بالاد کاه در    "يكنواخت خاك را پيشنهاد داده و ذکر نمودند که 

دهد، به نحوي که در کل نمونه، اعوجاج برآيند برابر صفر  مي آن اعوجاج پلاستيک در جها  مختلف رخ

 (، تاابع 11-9ن فرض که مطابق لاكل ) بيان اياين مشكل را با  (1968) 2سافيلد و رااسك ".خواهد بود

در  بالاد و  مي آن در فشار سه محوريمنحني اي  تووير آينه ،پتانسيل پلاستيک در کشش سه محوري

0قانون جريان در (، 11-9مطابق لكل )نتيجه   بار ايان    .لود توجيه نمودند مي ناپيوستگي دچار

0ذکور در اساس و بدليل ناپيوستگي تابع م  0، مقدار متوسط    هايچ   .اسات انتخااب  قابال

زيرا مدل باراي مقاادير بسايار    بالند،  نمي رضايت بخش پيشنهادا  از نقطه نظر محاسراتي ينا کدام از

 تولياد لاود.  اي  کند که کرنش برلي پلاستيک قابل ملاحظه مي کوچک و غير صفر نسرت تنش ايجاب

 .نمايد مي عددي ايجاد تحليلهايدر  متتددي را تابع پتانسيل پلاستيک ناپيوسته مشكلا در ضمن، 

                                                            
1 Thurairajah  
2 Wroth  
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 (M=1)برای  راو( 3) اوليه( کم کلی 2، )اصلاح شده ( کم کلی6) در مدلهای پتانسيل پلاستيکتوابع  :(66-1 شکل

 

 3واراتساع -تنش مدل -3-9-1

نمونه خااکي کاه تحات    بر اين اساس، در . دنمومترفي را قانون جريان  ازديگري  ( لكل1962راو )

در هار   3مقاومبه کار انجام لده توسط تنش  2برش قرار دارد، نسرت کار انجام لده توسط تنش محرك

 است. Kمانند کرنش ضريب ثابتي  سطح

(9-25) 

 
 لود: مي زير مرترط توسط رابطه fبه ضريب اصطكاك خاك  Kثابت 

(9-26) 2
1 sin

tan ( )
4 2 1 sin

f f

f

K
 



 
  


 

 در محدوده زير قرار دارد: fکند که زاويه  مي و پيشنهادار

(9-27) f cs     

زاويه اصاطكاك لغازش   زاويه اصطكاك حالت بحراني تحت برش با حجم ثابت و  csکه در آن 

 است.اي  بين ذره

                                                            
1 Rowe  
2 Driving stress  
3 Driven stress  



 222  خاکها در اتساع – مقاومت روابط – نهم فصل

aدر سه محوري فشاري تنش محوري      تنش محرك )که باا نماو کارنش فشااري ،a  هماراه

rاست( و تنش لتاعي    که با نمو کرنش کششي( تنش رانده لدهr  )بالاند  ماي  همراه اسات .
 و براي سه محوري فشاري بيان لده است:ااتساع ر-رابطه تنش

(9-28) 
2

a a

r r

K
 

 





 

 

 sو v هاينماو کرنشا  و   qو pتاوان بار حساب متغيرهااي تانش      مي ( را28-9)رابطه 
 :بوور  زير نولت

(9-29) 
3 (2 ) 9( 1)

2 ( 1) 3(2 1)

v

s

K K

K K

 

 

  


  
 

 

پتانسايل پلاساتيک باه     بعتاا  ،(29-9از رابطه ) و انتگرال گيريالاستيک  هايصرف نظر از کرنشبا 
 :لود مي لرح زير تتيين

(9-31) 
1 ( 1)

0

3
3

(2 3)

k

k

p

p






  
    

 

 ساه  آزماايش  باراي  M ليب خاط حالات بحراناي    و cs زاويه اصطكاك ،بحرانيدر لرايط حالت 
 لوند.  مي يكديگر مرترط ه صور  زير بامحوري فشاري ب

(9-31) 3
sin

6
cs

M

M
 


 

 د:نآي مي به صور  زير در (29-9)و ( 26-9ابط )وربدين ترتيب 

(9-32) 3 2

3

M
K

M





 

(9-33) 
9( )

9 3 2

v

s

M

M M

 

 




 
 

 به لرح زير است: اوليهکم کلي مدل قانون جريان اين رابطه لريه 

(9-34) 
p

v

p

s

M





  

ترسايم لاده    3منحناي  به صاور   ( 11-9در لكل )  و  ( بر حسب33-9)متادله قانون جريان 
qدر فضاي تنش موثر نيز ( 31-9پتانسيل پلاستيک )رابطه  تابع است. p ( ترسيم لده 11-9درلكل )
 است.

، تانش  تنش محوريتنش محرك و  بتنوانسه محوري کششي، تنش لتاعي  لرايطبراي بالتكس 
 آيد: مي ر( به صور  زير د25-9رابطه ) خواهد بود. بر اين اساس مقاوم

(9-35) 
2 r r
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 :قابل بيان استبه صور  زير نيز سه محوري کششي لرايط ( براي 29-9متادل رابطه )فرم 
 

(9-36) 
3 (2 1) 9( 1)

2 (1 ) 3( 2)

v

s

K K

K K
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  
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  
 

 

 :قابل بيان استبه صور  زير  نيزپتانسيل پلاستيک  (، تابع36-9با انتگرال گيري از رابطه )

(9-37) 
1 ( 1)

0

3 2
3

(3 )

k

k

p

p






  
    

 

واضح است که پتانسيل پلاستيک و قانون جريان در حالت ساه محاوري فشااري و کششاي لاكل      

0(، لرايط نظير سه محوري کششاي ) 11-9( و )11-9در لكلهاي ) 3منحني  يكساني ندارند.   و

0q 0در پتانسيل پلاستيک تابع  وليه،کم کلي امدل  مشابه .دهند مي ( را نشان   نشان دهنده

در لارايط کارنش    .اسات ناپيوساتگي  داراي  اين نقطاه و قانون جريان در کرنش برلي پلاستيک بوده 

( باه  25-9بالاند، رابطاه )   نطراق هام م اصلي بار  کرنش و تنش  اجزايمحورهاي  درصورتيكه، مسطح

 :لود مي ولتهنصور  زير 

(9-38) 1 1

3 3

K
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
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 داريم:ج( -8-9در لكل )دايره موهر تنش هاي موثر  بر اساس

(9-39) 1

3

1 sin

1 sin

m

m

 

 

 


 
 

-8-9)لاكل  در زاويه اصطكاك بسيج لده در خاك است. از دايره موهر نمو کرنش  mکه در آن 

 داريم:نيز ب( 

(9-41) 1

3

1 sin

1 sin
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 



 

 

mي کاه  لارايط در و ( 26-9از رابطاه )  بالاد.  مي زاويه اتساع خاك که در آن  cs    زاوياه ،

 آيد: مي رابطه زير به دست از اصطكاك خاك در حالت بحراني

(9-41) 
1 sin

1 sin
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 لود: مي ( به صور  زير بازنويسي38-9)رابطه ن ترتيب، به اي

(9-42) 
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 درشت دانه خاکهای مخلوط اتساع در-روابط تنش -9-3

ز مسائل مهم در طراحي هاي ژئوتكنيكي ا، دانه لنيحاوي درلت اي  مقاومت برلي خاکهاي ماسه

 211وط درلت دانه، خاکهايي هستند که، بر روي الک خاکهاي مخل، 1براساس طرقه بندي متحداست. 

بالاند. بيشاترين کااربرد     مي ميليمتر کوچكتر 2/76مع لده و از قطر جميليمتر(  175/1)قطر متادل 

 و پوساته خاارجي سادهاي خااکي     2، موالح ساتگدانه اي اين موالح در در لايه هاي زهكش، راهسازي

اربردي موالح مخلوط الاره لد، بايد به ايان نكتاه مهام هام     بالد. همانطور که در بالا به اهميت ک مي

علات ساايز بازرگ    ه الاره کرد که انجام آزمايشا  مكانيكي جهت تتيين پارامترهاي رفتاري اين مواد ب

ر بويژه دهاي مورد نياز و همچنين هزينه انجام آزمايشا  نمونه بالد. ابتاد  نمي دانه ها، به آساني مقدور

باا  و  متماادي محققان زيادي طاي سااليان    همين علت، بالد. به مي ي و مطالتاتي زيادکارهاي تحقيقات

در بساياري از ايان   رفتار و تتيين خووصيا  مقاومتي پرداختند. تريين  به ،رولهاي مختلفاستفاده از 

در هار  گاردد.   ماي  محدود يبه يک هشتم تا يک لشم ابتاد نمونه آزمايشها  مطالتا ، قطر حداکثر دانه

، نيازمند استفاده از دستگاههاي آزمايشگاهي  کرنش مخلوط هاي درلت دانه-ارزيابي رفتار تنش حال،

 بالد. مي با مقياس بزرگ

باا اساتفاده از    وي. صاور  گرفات  ( 1936) 3کاساگراندهتوسط ها  اولين تحقيا  بر روي رفتار ماسه

د. با انجام آزمايشهاي برلي نموتشريح را اي  رفتار مكانيكي خاکهاي ماسه ،حالت بحرانيتخلخل مفهوم 

افازايش ياا کااهش     ي،برلنيروي اعمال  در آن، در اثر، نسرت تخلخلي را تتريف نمود که کندمستقيم 

لده در مجامع علمي مورد استفاده قرار  گردد. براي چند دهه، تتريف بيان نمي در نمونه مشاهدهحجم 

را در آزماايش ساه محاوري کنتارل تانش      پايدار الت لرايط ح 4پولوس، 1981گرفت تا اينكه در سال 

در کاه در آن خااك بطاور پيوساته     دهاد   مي بر اين اساس، حالت پايدار لرايطي را نشان .تتريف نمود

 5نوبولتا . دهاد  ماي  برلاي اداماه   لكل تغييرحجم ثابت، تنش موثر نرمال ثابت و تنش برلي ثابت، به 

بين پارامترهااي   وابستگي مانوع ماسه مختلف،  17اتساع  بررسي رفتار مقاومتي و(، با 1987و  1986)

 .را نشان دادها  خاكاين يكي و مقاومتي مكان
 

(9-43) 
max max5 0.8cs RI      

(9-44) (10 ( )) 1R RI D Ln p   
 

                                                            
1 Unified  
2 Rockfill  
3 Casagrande  
4 Polous  
5 Bolton 
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p) نمياانگي موثر و تنش  (RD) تراکم نسري موالحدرصد بين ماارتراط  IRانديس  )    بار حساب

 خااك هااي  کااني  جنس و لرايط تابتي از  حالت بحراني. زاويه اصطكاك نمايد مي را بيان کيلوپاسكال

 تغيير خواهد يافت. 3به  5از ( 44-9در رابطه ) IRانديس  در لرايط متقارن محوري، ضريب بالد. مي

ي لن دانه پايين، درلت دانه هاي لاني در مااتريس   در درصدهاو اي  در خاکهاي مخلوط لن و ماسه

لاود. باا    مي کنترلاي  لناور خواهند بود. در اين حالت، رفتار خاك مخلوط توسط بخش ماسهاي  ماسه

لان  ، بيشتر لودز حد مشخوي اها  تتداد لن دانهدر صورتيكه افزايش درصد درلت دانه در مخلوط و 

و رفتار کلي مخلوط، توسط بخش درلت دانه کنترل خواهاد لاد.    با يكديگر تماس برقرار نمودهها  دانه

لود.  مي گفته 1آستانه لناورينمايد،  مي اين دو رفتار را از يكديگر جدامرز که اي  درصد درلت دانهبه 

اي  لان و ماساه  هااي  مخلاوط   براي (1992 و 1991) فراگاتزي و همكاراناين تتريف اولين بار توسط 

( نمايي از وضتيت دانه هاي خاك مخلوط را در لرايط لناوري و غيار لاناوري   12-9لكل ) د.لارائه 

 دهد. مي نشانها  دانه

هاي لن و ماسه اي، دانه بندي موالح بكار  طمهمترين عامل فيزيكي موثر بر آستانه لناوري مخلو

ميازان   مي کههنگاکه  (، نشان داد2111) والخو ر مخلوط مورد نظر بالد.يک از آنها د رفته و درصد هر

اي لان  ها درصد است مقاومت برلي مخلوط لن و ماسه، با مقاومت اصطكاکي داناه   71لن بيش از 

اي  به دليل کاهش دانسيته نسري ماتريس ماساه  ،لود. مطابق تحقيقا  فراگاتزي و همكاران مي کنترل

 ازديااد ساه باا   مقاومت سه محوري استاتيكي خاکهاي مخلوط لن و مابا افزايش درصد لن دانه،  2دور

( نتيجاه  2114( و کوکولو و همكااران ) 2111برخي ديگر مانند ياگيز ) بد.يا مي کاهشدانه لن  درصد

 اوناس و ژو  تحقيقاا  طراق  ولاي   ياباد.  مي گرفتند که مقاومت استاتيكي مخلوط با ازدياد لن افزايش

 د.لو مي زياددانه  درصد لن زديادبا ا تناوبي،، مقاومت سه محوري (1995)

 

 

 

 

                    الف                                     

 ب              الف
 : وضعيت خاک مخلوط شن وماسه ای درحالات(62-1 شکل

 ب( وضعيت غيرشناوری  هاالف( شناوری شن دانه

                                                            
1 Floating threshold 

2 Far field density 
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 : تغييرات دانسيته نسبی و نسبت تخلخل با درصد شن دانه در مخلوط(63-1شکل 

 (a2221-همکاران  )حميدی و 

 

( تغييرا  دانسيته خشک حداقل و حداکثر و نسرت تخلخل حداقل و حداکثر مخلوط 13-9لكل )

دهاد. بار اسااس ايان لاكل،       مي ( را نشانa2119-در آزمايشهاي حميدي و همكاران )اي  لن و ماسه

 %، براي خاك مورد آزمايش قابل تشخيص است61درصد لناوري حدود 

اتساع را به خاکهاي -روابط مقاومت (،2116(، سيموني و هولزباي )1986بولتون )بيست سال بتد از 

 ازمخلاوط،  جهت تتيين مقاومات برلاي خااك    ايشان . در تحقيقا  بسط دادنداي  مخلوط لن و ماسه

ه بزرگ مقيااس اساتفاده لاد    برش مستقيمدستگاه  براي آزمايشها ازو  ي لن% وزن61 ماسه مخلوط با

رابطاه   اين محققين .مخلوط خواهد بود، آستانه لناوري موالح وزني لن دانه% 61 طرق تتريف،. است

 .حداقل و حداکثر پيشنهاد دادندتابتي از نسرت تخلخل بوور   IRانديس  را براي تتيين (9-45)
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(9-45)   , , min, min,5 1 4.3R mixture r mixture sand mixtureI D e e    
 

,R mixtureI  مخلوط، اتساع -رابطه مقاومتانديس,R mixtureD   ،تراکم نسري موالح مخلاوطmin,sande 

 بالد. مي مخلوطحداقل نسرت تخلخل  min,mixtureeماسه و  حداقل نسرت تخلخل

، ساربار وارده باه   (2116( و سايموني و هولزبااي )  1986بولتاون ) تحقيقاا   نكته مهم آن است که در 

ن وقرار دارد. بولتا  1دانه هاآستانه خردلدگي  کمتر ازکيلو پاسكال بوده است که  151 تر ازکمها  نمونه

 تنش موثر ميانگين ياا فشاار ساربار   که  مشاهده کرد که تمايل ذرا  به خرد لدن تحت برش تا زماني

ه فقط کها  نمونه امكان اتساعتحت سربار کوچكتر، . استبالد، نامحسوس  مي کيلوپاسكال 151کمتر از 

متني ازدياد حجم و از لحاظ فيزيكي، ه بالد. اتساع از لحاظ مفهوم ب مي ، زياداستتابتي از تراکم نسري 

بالد. بنابراين خردلادگي مواالح    مي هنگام اعمال برشدر قرار گرفتن دانه هاي خاك بر روي يكديگر 

 رد.گذاموالح اثر ب تواند بر رفتار مقاومتي و اتساع مي در سربارهاي بالا

( a2119-( به فشارهاي سربار بزرگتار، حميادي و همكااران )   2116جهت بسط رابطه سيموني و هولزباي )

آزمايشهاي برش مستقيم بر مخلوط ماسه و درلت دانه را تحت سربارهاي بزرگتر انجام و روابط ذيل را براي 

تابتي از فشار ساربار اسات کاه     SIتتيين ارتراط مقاومت و اتساع اين خاکها پيشنهاد دادند. در اين روابط، 

فشار سربار بر حسب کيلوپاسكال بوده و باه جااي عادد     بالد.  مي دربرگيرنده اثرا  خردلدگي موالح

 جايگزين لده است. b، پارامتر 8/1

(9-46) , , min, min,( )cs mixture cs sand s sand mixtureI e e    

(9-47) 0.65

SI  

(9-48) max, , max ,. 5mixture cs mixture R Sb I     

(9-49)    min, min,0.8 3 0.003 . sand mixtureb e e    

(9-51)    , min, min,5 1 4.5 0.006 .R S mixture sand mixtureI Dr e e       

 

 b، پاارامتر  (1986پيشانهادي بولتاون )   8/1در اين رواباط بجااي عادد     ،لود مي همانطور که مشاهده

همچون درصد لن، تراکم نسري و سربار بر پارامترهاي مختلف  تا اثرا جايگزين لده است. ستي لده 

لاود، باا    ماي  مشااهده ( 14-9سي قرار گيرد. هماانطور کاه از لاكل )   روي پارامتر فوق الذکر مورد برر

بوور  خطي کاهش يافته و ليب اين خط، باا افازايش ساربار کمتار لاده       bتابع ، افزايش درصد لن

  دهد. نمي ن دانه را نشاندر ضمن مقدار اين ضريب وابستگي خاصي به درصد ل است.
برخي محققين نيز از ارتراط خووصيا  مقاومتي خاکهاي مخلوط با ويژگيهااي فيزيكاي مانناد درصاد     

(. ويژگيهاي مقاومتي موالح مخلوط تا حدي تحات  1967سايش لس آنجلس استفاده نمودند )مارلال 

                                                            
1 Particle crushing limit 
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زاويه اصطكاك داخلي بدست آماده  نشان داد که  )2118(قنرري  نمايد. مي تاثير نوع آزمايش نيز تغيير
توجاه  باياد  بالاد.   ماي  او  از نتايج بدست آمده از آزمايش برش مستقيمفاز آزمايشهاي سه محوري مت

دساتگاههاي   هاي مرسوم براي بزرگتر از اندازهها  دانهاز حيث اندازه و قطر  سنگدانه اي،لود که موالح 
، اساتفاده از رواباط تجرباي و ياا ارتراطاا  موجاود باا        با توجه به اين موضاوع بالند و  ها مي آزمايشگاه

 .خووصيا  فيزيكي اين موالح امري غير منطقي نخواهد بود
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 (a2221-)حميدی و همکاران  با دانسيته نسبی و فشار سربار bمقاومت -: تغييرات ضریب اتساع(64-1شکل 
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فشار  ، تراکم نسري،اندازه دانه هالامل  درلت دانه، پارامترهاي موثر بر مقاومت برلي خاکهاي مخلوط

. در اداماه ماروري   بالاد  ماي  سااختار خااك  جانس و   ، لكل دانه ها،بنديدانه تنش سربار، دورگير يا 

 گردد. مي اين عوامل بر رفتار مقاومتي خاکهاي درلت دانهمختور بر اثرا  

 تاثیر تراکم نسبی -3-1-3

گازارش  آزمايشاهاي  تغيير لكل افقاي در   -ئمتغيير لكل افقي و تغيير لكل قا-نمودار تنش برلي

 311تحات فشاار ساربار    داناه  % لان  61 حااوي نموناه  ( بر b2119-حميدي و همكاران )لده توسط 

بر اساس ايان   ( نشان داده لده است.15-9در لكل )% 85و  61، 35در تراکم هاي نسري کيلوپاسكال 

يش يافته و اتساع نهايي نيز با ازدياد تراکم لكل، مقاومت برلي خاك مخلوط با ازدياد تراکم نسري افزا

 يابد.  مي يابد. اما مقدار فشردگي اوليه نمونه، با افزايش تراکم نسري کاهش مي نسري خاك افزايش
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 (b2221-: تاثير تراکم نسبی بر مقاومت و اتساع مخلوطهای شن و ماسه )حميدی و همکاران (62-1 شکل
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 درصد شن دانهتاثیر  -3-1-9
کارنش مخلاوط لان و ماساه در لارايط      -تاثير درصد لن را بار منحناي تانش    ( نيز16-9ل )لك

 کيلوپاساكال ماورد بررساي قارار     211درصد تحات ساربار    85لناوري و غير لناوري در تراکم نسري 
مذکور رفتار نرم لونده خاك مخلوط پس از نقطه اوج و افزايش مقاومت برلي و از نمودارهاي  دهد. مي

ازدياد درصد لن دانه و همچنين کاهش فشردگي اوليه با افازايش درصاد درلات داناه قابال      اتساع با 
 مشاهده است.
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 ( b2221-: تاثير درصد شن دانه بر مقاومت برشی و اتساع خاک مخلوط )حميدی و همکاران (61-1 شکل

 

درصد بل تغييرا  زاويه اصطكاك مخلوط در مقا(، b2119-بر اساس مطالتا  حميدي و همكاران )
نشان داده لده است. از اين لكل پيداسات  ( 17-9% در لكل )85 و 61، 35 نسري هاي لن در تراکم

منجار باه افازايش     وافزايش مقدار لن و تراکم نسري سرب ازديااد زاوياه اصاطكاك داخلاي لاده       که
اناه  مقاادير لان د  (، تغييرا  زاويه اصطكاك داخلاي در  18-9همچنين لكل )لود.  مي مقاومت برلي

. بار ايان   داده لاده اسات  نشان  (2119، بر اساس مطالتا  حميدي و عليزاده )بالاتر از آستانه لناوري
باه  مشخص است که تاثير درصد لن دانه بر زاويه اصطكاك داخلي در درصدهاي لن دانه زياد،  ساسا

 پايين تر از حد لناوري است.مقادير لن دانه مراتب کمتر از مقادير نظير در 
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 : تغييرات زاویه اصطکاک خاک مخلوط با درصد شن دانه و تراکم نسبی(61-1 لشک

 (b2221-)حميدی و همکاران  
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 : تغييرات زاویه اصطکاک خاک مخلوط با درصد شن دانه بالاتر از حد شناوری (61-1 شکل

 (2221)عليزاده و حميدی 
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 دانه بندی خاک -3-1-1
ميليمتر محدود لده  11ه درلت عمدتا به حداکثر قطر ذرا  مطالتا  آزمايشگاهي بر خاکهاي لني دان

گيرد. ايان   مي است. در واقع، بخش دانه درلت تر مخلوط کنار گذالته لده و آزمايش بر بخش ريزتر انجام
متروف است. در تحقيقاا  ديگار، منحناي داناه بنادي ماورد اساتفاده در         1روش به دانه بندي غربال لده

هر  لود. در مي گفته 2گردد که به اين روش، دانه بندي موازي مي ه بندي اصلي انتخابآزمايشها موازي با دان
 لود. مي بالد، ناديده گرفته مي حال در اين دو روش، بخش موثر و قابل توجهي که همان دانه هاي بزرگتر
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دانه بندی پایه، : تغييرات تنش برشی و تغيير شکل قائم در مقابل تغيير شکل برشی برای سه نوع (61-1 شکل

%   )ج( تراکم 12% )ب( تراکم نسبی 32کيلوپاسکال )الف( تراکم نسبی  622غربال شده و موازی تحت سربار 
 (2262% )حميدی و همکاران 12نسبی 

                                                            
1 Scalped method  
2 Parallel  Method  
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( تغييرا  تغييرمكان قائم )اتساع( و تنش برلي در مقابل کرنش برلي را براي نموناه  19-9لكل )

دهد. با توجه  مي تراکم هاي نسري مختلف تحت سربارهاي متفاو  نشان هاي با دانه بندي متفاو ، در

( گزارش گرديده است، مقاومات برلاي حاداکثر    2112به اين آزمايشها که توسط حميدي و همكاران )

بالد. بتد از آن، نمونه غربال لده حائز بيشاترين مقاومات برلاي و کمتارين      مي 1متتلق به خاك مرنا

لق به خاکهاي با دانه بندي موازي است. اختلاف مقاومت براي دو دانه بندي مرنا مقدار مقاومت نيز متت

بالد. در حاليكه اين تفاو  بين دانه بنادي هااي مرناا و ماوازي بسايار       مي %15و غربال لده کمتر از 

 بالد. علت ان است که تفاو  بين دانه بندي هاي اصلي و غربال لده، تنها در حداکثر انادازه  مي بيشتر

و هم توزياع آنهاا   ها  دانه هاي لني است. در حاليكه براي دو نوع دانه بندي پايه و موازي، هم قطر دانه

 بالد. مي متفاو  از دانه بندي پايه

با دانه بنادي  ها  دهد که اختلاف مقاومت بين نمونه مي ( نشان2112مطالتا  حميدي و همكاران )
کيلوپاساكال، ايان    311تاا   111يابد و با تغيير ساربار از   مي يشمرنا و موازي با ازدياد سربار وارده، افزا

% خواهد رسيد. نقش اتساع در اين موضوع بسايار حاائز اهميات اسات. افازايش      31% تا 25اختلاف به 
سربار سرب کاهش اتساع و در نتيجه ازدياد نقش ساير پارامترهاي موثر بر روي مقاومت برلي خاك، از 

دهد که اختلاف بين حداکثر اتساع در خااك مرناا و    مي ( نشان19-9. لكل )بالد مي جمله دانه بندي
بالاد. حميادي و همكااران     مي دانه بندي غربال لده، به مراتب کمتر از خاك مرنا و دانه بندي موازي

(، زاويه اصطكاك حداکثر خاك مخلوط را با استفاده از رابطه زير به تراکم نسري و فشاار ساربار   2112)
 ودند.مرترط نم

max . rA D B    (9-51) 

بالند. با در نظر گارفتن تغييارا  ايان     مي تابع سربار و نوع دانه بندي خاك B و  Aدر اين متادله،
 آيند:   مي پارامترها با سربار، روابط زير براي سه نوع دانه بندي متفاو  بدست

 

   
max

0.01 3 0.42 17 44.3B r rD D        (9-52) 

   
max

0.01 2 0.42 10 44.7S r rD D       (9-53) 

   
max

0.01 5 0.35 26 32.4P r rD D       (9-54) 

در اين متادلا ،  
maxB، 

maxS و  
maxP    ،حداکثر زواياي اصطكاك حداکثر خااك پاياه

بندي غربال لده يا موازي از متادله بالند. با کم کردن متادلا  مربوط به دانه  مي غربال لده و موازي
 توان نولت: مي مربوط به خاك پايه

   
max

0.01 0.18 7 0.4B S r rD D           (9-55) 

   
max

0.01 2 0.07 9 11.9B P r rD D          (9-56) 

                                                            
1 Base soil  
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در اين متادلا ، تراکم نسري بر حسب درصد و فشار سربار بر حسب کيلوپاسكال خواهند بود. بدين 
توان زاويه اصطكاك خاك مرنا را با استفاده از نتايج آزماايش بار    مي لهترتيب، با استفاده از اين دو متاد

( 21-9دانه بندي متادل غربال لده يا موازي در ساربار و تاراکم نساري يكساان، تخماين زد. لاكل )      
دهاد. نتاايج    ماي  مقايسه بين نتايج آزمايشگاهي و متادلا  مذکور را براي زاويه اصطكاك حداکثر نشان

 درجه است. 5/1مناسب متادلا  با خطاي حداکثر حاکي از تخمين 

R² = 0.9914
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 : اعتبار سنجی معادلات پيشنهادی برای تخمين مقاومت خاک بر مبنای دانه بندی معادل(22-1 شکل

 (2262)حميدی و همکاران 
 

 تاثیر سیمانتاسیون بر اتساع خاکهای مخلوط -3-1-1

مانته تحت بارگذاري برلاي، پاس از   ( عنوان کردند که در خاکهاي سي1978) 1ساکسنا و لاستريكو
گردد. حميدي و ساليماني   مي فشردگي ابتدايي کوچک، تمايل زيادي به افزايش حجم و اتساع مشاهده

اي  (، با استفاده از سه سري نتايج آزمايش ساه محاوري بار نموناه هااي مخلاوط لان و ماساه        2112)
 4( و گاچ a2115-حاائري و همكااران   ) 3(، سايمان پرتلناد  2113)اصغري و همكاران  2سيمانته با آهک

دار  لان اي  اتسااع در خاکهااي ماساه   -(، به بررسي ارتراط مقاومت2116و  b2115-)حائري و همكاران 
سيمانته لده با سنگ دار  ( نتايج آزمايش سه محوري بر ماسه لن21-9سيماني لده پرداختند. لكل )

وام با بروز نقطه اوج مشخص، در نمودار تانش  الف( رفتار تردتر ت-21-9دهد.  در لكل ) مي گچ را نشان
کرنش محوري خاك سيمانته، در مقايسه با نمونه غيار سايمانته مشاهود اسات. ايان افازايش       -انحرافي

                                                            
1 Saxena and Lastrico  
2 Lime  
3 Portland cement  
4 Gypsum  
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ب( -21-9لديد در مقاومت به ترع نرخ لديد اتساعي اسات کاه در نموناه سايماني لاده در لاكل )      
الف(، مقاومت برلي و اتسااع مااکزيمم   -21-9لود. نكته مهم آن است که بر اساس لكل ) مي مشاهده

دهند. اما در خاکهاي سيمانته، حداکثر اتسااع بتاد از    مي در خاك غيرسيمانته در يک سطح کرنش رخ
 نقطه اوج تنش برلي روي خواهد داد.

vنيز با توجه به اعمال کرنش محوري به نمونه ها، با محاسره ها  نرخ اتساع نمونه ad d    تتياين
ج( نشان داده لده است. بر اساس اين لكل نيز، نرخ لديدتر اتساع در نموناه  -21-9لده و در لكل )

هاي سيماني نسرت به نمونه هاي غير سيمانته قابل مشاهده خواهد بود. زاويه اتسااع در آزماايش ساه    
 آيد: مي محوري نيز از رابطه زير بدست

v ad d    (9-57) 

vdزاويه اتساع،  در اين رابطه،    وad  بالند. مي نمو کرنش حجمي و کرنش محوري 
  

  
 

 
 

 (2262: تاثير سيمانی شدن بر اتساع و مقاومت برشی خاک )حميدی و سليمانی (26-1 شکل

 

کاه در بخاش قرلاي توصايف     ها  ني به خاك ماسه اي، به مانند اضافه لدن لن دانهافزودن عامل سيما

v( تغييرا  اتساع )22-9لود. لكل ) مي گرديد، باعث افزايش قابل توجه اتساع حداکثر ad d   باا )

 111کرنش محوري را براي نمونه هاي سيمانته لده با مقادير مختلاف سايمان، تحات تانش دورگيار      
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دهد. بر اساس اين لكل، اتساع خاك سيمانته، به لد  با افزايش درصد سايمان   مي کيلوپاسكال نشان

يابد. همچنين بر اساس اين لكل، در مقدار ثابت سيمان، خااك سايماني لاده باا سايمان       مي افزايش

 دهد. مي پرتلند بيشترين اتساع و خاك سيمانته با آهک، کمترين اتساع را نشان

خاوب  دار  ( روابط ذيل را براي ارتراط مقاومت و اتساع در خاکهاي ماسه لن2112سليماني ) حميدي و

 بالد: مي درصد سيمان موجود در خاك CCدانه بندي لده سيمانته ارائه نمودند. در اين روابط، 

 

CRcv I ,max 3            ( 9-58 ) 

 

  ( 9-59 ) 

, min, min,: [10 0.30 (730 )] [1 (9 36)( )]R C r uncemented cementedGypsum I Ln CC D CC e e          ( 9-61 ) 

, min, min,: [10 0.31 (770 )] [1 (21 82)( )]R C r uncemented cementedPortland I Ln CC D CC e e         ( 9-61 ) 
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 کرنش محوری خاک سيمانته شده در جنس و درصدهای مختلف سيمان-: منحنی اتساع(22-1) شکل

 (2262)حميدی و سليمانی 
 

, min, min,: [10 0.35 (540 )] [1 (16 78)( )]R C r uncemented cementedLime I Ln CC D CC e e     
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 سيمانته بد و خوب دانه بندی شدهدار  در ماسه شنای  : تغييرات اتساع و فشار حفره(23-1 شکل

 (2264)امينی و حميدی  
 

تحقيقا  در خووف رفتار مقاومتي و اتساع خاکهاي سيماني لده، با انجام ازمايشهاي برش مساتقيم و  
(، آزمايشهاي را براي بررساي رفتاار مخلاوط    2114اميني و حميدي )سه محوري بزرگ مقياس ادامه يافت. 

ايجااد  اي  شاار حفاره  (، تغييرا  اتساع و ف23-9لن و ماسه سيمانته بد دانه بندي لده انجام دادند. لكل )
سيمانته بد دانه بندي لده طي آزمايشهاي سه محوري زهكشي لده و زهكشي نشده دار  لده در ماسه لن

 نمايد.  مي بندي لده مقايسه ( بر خاك نظير خوب دانهb2115-را با نتايج آزمايشهاي حائري و همكاران )
% 31% و در نمونه بد دانه بندي لده 41درصد لن دانه موجود در خاك خوب دانه بندي لده در حدود 

رود اتسااع ايجااد    ماي  است. با توجه به درصد بالاتر لن دانه در خاك مخلوط خوب دانه بندي لده، انتظاار 
ايجاد لده طي برش زهكشي نشده )لكل اي  ( و يا فشار حفرهa-23-9لده حين برش زهكشي لده )لكل 

9-23-bدهد که علاي   مي دي لده بيشتر بالد. اما نتيجه ازمايشها نشان( از مقادير نظير در نمونه بد دانه بن
منفاي بيشاتري را در لارايط    اي  رغم درصد لن بيشتر، خاك بد دانه بندي لده، اتساع و ياا فشاار حفاره   

نمايد. اين موضوع، تمايل و امكان وقوع اتساع بيشتر در خاك مخلوط  مي زهكشي لده و زهكشي نشده ارائه
 نمايد.     مي سيمانته را در مقايسه با خاك مخلوط خوب دانه بندي لده سيمانته اثرا  بد دانه بندي لده

در  311در  311(، با انجام آزمايشهاي برش مستقيم در جتره بارش  2113در ادامه، اميني و همكاران )
ميليمتري، به تريين رفتار مقااومتي و اتسااع خاکهااي مخلاوط باد داناه بنادي لاده سايمانته           171

داختند. با انجام آزمايش در درصادهاي مختلاف سايمان و فشاارهاي ساربار متتادد، رابطاه بولتاون         پر
 ( را براي نمونه هاي سيماني لده بدست آوردند.1986)

(9-62)            max max0.07cv    
طاه،  در ايان راب  17/1در ماسه متمولي باه   8/1( از 1986ريب رابطه بولتون )ضعلت کاهش لديد 

لن دانه هاا، سيمانتاسايون و باد     افزاينده اتساع در خاك است. اين سه عامل، حضورترکيب سه عامل 
( در خااك و در نتيجاه   maxدانه بندي بودن خاك است که موجب افازايش لاديد اتسااع حاداکثر )    

مخلاوط لان و ماساه باد داناه      زاويه اتساع در خاکهاي  لود. مي کاهش لديد ضريب مربوطه در رابطه
(، 2114بندي لده سيمانته، مقادير بسيار بالايي را داراست. بار اسااس مطالتاا  اميناي و همكااران )     

 درجه در تراکمهاي بالا مشاهده لده است. 48تا زواياي اتساع 
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 تمرینات فصل نهم

سه بد دانه بندي لده به ( را براي ما1986، رابطه بولتون )rبا فرض کره هاي هم اندازه به لتاع -1

 صور  تحليلي محاسره نماييد.

با بررسي مقالا  و منابع موجود، تاثير ازدياد فشار دورگير به مقاادير باالاتر از حاد خردلادگي     -2

 ( تفسير کنيد.1986را بر رابطه بولتون )ها  دانه

 نماييد.( را تتيين 1991قانون جريان در مدل پلاستيسيته عمومي پاستور و همكاران )-3

 را بررسي کنيد.دار  قانون جريان براي سطح تسليم ثابت و سطوح تسليم متحرك مدل کلاهک-4

 

 

 





 

 هامبانی مدلسازی پيشرفته رفتار مکانيکی خاک –فصل دهم 

 

 دهمفصل 

 

 مبانی مدلسازی پيشرفته رفتار مکانيکی

 ها خاک
 

 

 

 

 

 مقدمه -11-1

ته خاکها در سه بخش مختلف مورد بررسي و توصايف  در اين فول، کليا  مدلسازي رفتاري پيشرف

سايمانته، رفتاار   اي  ماسهگيرد. اين سه بخش لامل بررسي و مدلسازي رفتار مكانيكي خاکهاي  مي قرار

رفتار مكانيكي خاکهاي غيار  چارچوب تريين ترمومكانيكي خاکهاي رسي الراع و غير الراع و همچنين 

ضيحاتي در خووف ويژگيهاي اصلي رفتاري مواالح ماذکور ارائاه    بالد. در هر بخش، ابتدا تو مي الراع

لاود تاا    مي داده لده و سپس مدلسازي رفتار اين مواد بر اساس ساده ترين قوانين و اصول ممكن ارائه

ذکر لده در فوول قرلي، براي مدلسازي رفتار مكانيكي اين خاکها نشاان داده   مفاهيمامكان استفاده از 

 لود.

 رفتار مکانیکی خاکهای سیمانته مدلسازی -11-2

و  1لاود. سااختار   هاي طريتي مي عوامل محيطي و گذلت زمان، اغلب باعث ايجاد ساختار در خاك

که عموما بار اثار عاواملي    ها  برخلاف رسد. نهاي ژئوتكنيكي آن دار خاك نقش مهمي در ويژگي 2بافت

                                                            
1 Structure  
2 Texture  
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اي  لاوند، در خاکهااي داناه    ماي  چون پيش تحكيمي، حرار  و همچنين خشک لدگي داراي سااختار 

 . همچناين و ايجاد باندهاي سيماني بين ذرا  خاك اسات سيمانتاسيون مهمترين عامل ايجاد ساختار، 

از افزودن سيمان به آن در جهت افزايش مقاومات  در بسياري موارد  به عنوان يک روش بهسازي خاك،

ها و همچنين ارائه مدل  ت رفتار اين خاكبررسي و لناخ ،. از اين رونمايند مي و ظرفيت باربري استفاده

موجب در خاك  سيماني ساختار وجود است. بسيار حائز اهميت براي لناسايي ويژگي هاي آنها رفتاري

با توجه به آنكه امكاان اخاذ   . گردد مي با لرايط غير سيمانته، تحت تنشهاي اعماليرفتاري هاي تفاو  

انته بسيار دلوار است، عموما از نمونه هاي با سيمانتاسايون  سيماي  نمونه دست نخورده از خاکهاي دانه

لود. در ادامه به بررسي برخي از ايان   مي جهت بررسي ويژگيهاي رفتاري اين خاکها پرداخته 1مونوعي

 لود. مي مطالتا  پرداخته

عنوان کردناد باه دليال    هاي مختلف بر ماسه سيمانته  ( با انجام آزمايش1993) 2اتكينسون و کوپ

الاساتيک و پاس از آن    خاك تا قرل از خردلدگي باندها بواور  رفتار ختي بالاي باندهاي سيماني، س

( 1-11لكل ) بر اساس. نشان خواهد دادپلاستيک وهاي غير سيمانته رفتاري الاست خاك به مانندخاك 

 .  قابل بررسي استحالت مختلف  سه

در حين پروسه تحكيم ايزوتروپ از بين رفته  در فشارهاي دورگير بسيار بالا، باندهاي سيماني -الف

و بنابراين در مرحله اعمال بار برلي، خاك رفتاري مشابه خاکهاي غير سيمانته خواهد دالت. در واقع، 

لروع مسير تنش از خارج سطح تسليم اوليه باندها بوده و رفتار خاك از ابتداي بارگذاري توام باا باروز   

 ( نشان داده لده است.1-11در لكل ) 1د. اين لرايط با خط تغييرلكلهاي پلاستيک خواهد بو

در لرايطي که فشار دورگير کوچكتر از مقاومت باندهاي سيماني بالد، پس از مرحلاه تحكايم    -ب

ها باقي خواهد ماند اما با افزايش تانش انحرافاي، باه تادريج بانادهاي       ايزوتروپ، بخشي از مقاومت باند

بالاد تاا    هااي غيار سايمانته ماي     ند. پس از آن، رفتار خاك همانند خااك رو مي سيماني خرد و از بين

دهاد، رفتاار    ماي  ( نشان1-11در لكل ) 2وضتيت تنش به خط حالت بحراني برسد. همانطور که خط 

هاا باا    خاك قرل از رسيدن به سطح تسليم باندهاي سيماني، کاملا الاستيک بوده و پس از تساليم باناد  

کرنش يک ناحيه خطي قرل از -مراه خواهد بود. بدين ترتيب، در نمودار تنشتغييرلكلهاي پلاستيک ه

 لود. ها لكل خواهد گرفت و پس از لروع تسليم، رفتار بوور  غير خطي دنرال مي تسليم باند

هاي سيماني بالاد،   تر از مقاومت باند در لرايطي که نمونه تحت فشارهاي همه جانره بسيار کم -ج

به سطح تسليم باندهاي سيمانته، رفتار الاستيک خطي از خود نشان خواهد داد.  نمونه خاك تا رسيدن

دهد، پاس از باروز تساليم در خااك، باا کااهش تانش         مي ( نشان1-11در لكل ) 3همانطور که خط 

 انحرافي و بروز رفتار نرم لونده، نمونه خاك به حالت بحراني ميل خواهد کرد.

 

                                                            
1 Artificial cementation  
2 Atkinson and Coop  
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 اک سيمانته به حالات مختلف بر حسب فشار دورگير: تقسيم بندی رفتار خ(6-62 شکل

 (6113)اتکينسون و کوپ  
 

) تراکم ها در صفحه رفتار اين خاك )e Ln p ( مي2-11مطابق لكل )   بالد. همان طور کاه در

رسيدن به سطح تنش قرل از  ،لود مي اين لكل ديده 
,y ip1راي ساختار بوور  خطاي ، رفتار خاك دا 

رود تاا   ماي  با ليب تندتر پيش، رفتار بوور  غير خطي پس از آن گردد مي با ليب بسيار کم مشاهده

برساد   2نمونه بازساازي لاده   تحكيم عاديخط لرايط نظير بر به در تنشهاي موثر ميانگين بسيار بالا، 

دست خاوردگي از   به دليل هرگونهآن ي هاخاکي است که باند بازسازي لده، در اينجا منظور از نمونه)

 (.بالدبين رفته 
,y ip باندهاي سيمانته تحت اثر فشاار ايزوتاروپ خارد و     ،سطح تنشي است که در آن

y,رود. قرل از از بين مي آنهامقاومت  ip ، ک را بسيار بطري بوده و رفتاري الاساتي تخلخل نسرت افت در

پس از  ايزوتروپ است.خط باربرداري لاهد هستيم. در واقع، ليب اين خط برابر ليب 
,y ip، ا  تغيير

 (2112ليو و کارتر ) گردد. مي در خاك مشاهدهحجمي پلاستيک بروز کرنشهاي تخلخل و نسرت  لديد

را  3ا نام مدل رفتاري کام کلاي داراي سااختار   جديد از مدل کم کلي، باي  ، نسخهبا استفاده از اين ايده

 .ارائه نمودند

 

                                                            
1 Structured soil  
2 Reconstituted soil  
3 Structured Cam clay model  
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 ( 2002های دارای ساختار تحت فشار ایزوتروپ ) ليو و کارتر  :  رفتار خاک(2-62 شکل

 

انجام آزمايشهاي سه محوري بر خاك سيمانته و اندازه گيري سختي ( با 2111) 1مالاندراکي و تول

لگااريتمي باراي    مقيااس  دررا  محوري کرنش -محوري ار سختينمودخاك در کرنشهاي بسيار پايين، 

 .پيشنهاد دادند خاك سيمانيتسليم  بررسي لرايط

 مرحلاه ساه  در هاي سيمانته  در خاكپروسه تسليم لود،  ( ديده مي3-11همان طور که در لكل )

لد. در ايان  با مي در خاك سيمانته، لروع ترك خوردگي و خردلدگي باندها 2تسليم اوليه دهد. رخ مي

مرحله هنوز افت لديد در سختي خاك سيمانته مشاهده نخواهد لد. با ازدياد ساطح کرنشاها، تساليم    

لود. در نهايت  مي در خاك سيماني لده اتفاق افتاده و افت لديد در ميزان سختي خاك رويت 3باندها

حد تغييرلاكل، تساليم   با کاهش لديد سختي و در کرنشهاي بالا، بروز گسيختگي و يا ازدياد بيش از 

رود. در اين لارايط، خااك تاوان مقاومات      مي خاك بروز خواهد کرد و خاك بسمت گسيختگي 4نهايي

  بيشتر در برابر بارهاي وارده را نخواهد دالت. 

 

                                                            
1 Malandaraki and Toll  
2 First yield  
3 Bond yield  
4 Final yield  
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 (2226مالاندراکی و تول )کرنش محوری -: منحنی تغييرات سختی محوری(3-62 شکل

 

 در چارچوب مفاهیم حالت بحرانی مرور رفتار خاکهای سیمانته -31-1-3

مرور ادبيا  فني، مراحث محدودي را در زمينه بررسي و تريين رفتاار مكاانيكي خاکهااي مخلاوط     

نمونه گيري دست خورده از نقااط مختلاف آبرفات    ( با 2115حائري و حميدي )دهد.  مي طريتي نشان

تفاده از مفااهيم حالات بحراناي باه     اسرا بررسي نموده و با لن و ماسه مخلوط هاي  رفتار خاكتهران، 

بر اساس بررسي هاي انجام لده توسط ايشاان، باروز   پرداختند.  ارزيابي پتانسيل وقوع روانگرايي در آن

حالت بحراني در مخلوطهاي لن و ماسه طريتاي حاين آزماايش ساه محاوري مرساوم، در کرنشاهاي        

( بيانگر مسايرهاي تانش ماوثر    4-11)بالد. لكل  مي % يا بالاتر محتمل25محوري بسيار بزرگ حدود 

سه محوري زهكشي نشده نرمال لده به فشار دورگير اوليه براي نمونه هاي دست خورده اخاذ لاده از   

( در آبرفت تهران است. بار  2115اعماق مختلف گمانه هاي متتدد حفر لده توسط حائري و حميدي )

، حواول حالات پايادار نيازمناد اداماه      اساس اين لكل، علي رغم ادامه بارگذاري تا سطوح کرنش باالا 

تا  21بارگذاري تا کرنشهاي بيشتر خواهد بود. در وضتيت کنوني کرنش نهايي در اين آزمايشها که بين 

 براي بروز حالت پايدار وجود خواهد دالت.  اي  % است، بجاي يک نقطه مشخص، محدوده25
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 (2222ن و ماسه طبيعی )حائری و حميدی : مسير تنش زهکشی نشده نمونه های مخلوط ش(4-62 شکل

 

( اصول و مفاهيم به کار رفته براي تريين رفتار مكاانيكي  2115در تحقيق ديگر، حميدي و حائري )

تتادادي از  ( 5-11لاكل ) سايمانته تتمايم دادناد.    اي  را به مخلوطهاي لن و ماساه دار  ماسه هاي لن

نش نرمال به فشار دورگيار اولياه را، باراي    مسيرهاي تنش موثر سه محوري زهكشي نشده در صفحه ت

دهد. به همراه اين  مي خاك سيمانته در فشارهاي دورگير اوليه و درصدهاي سيمانتاسيون مختلف نشان

مسيرهاي تنش، يک مسير تنش موثر زهكشي نشده مربوط به نمونه غير سيمانته از خاك ماذکور نياز   

دهد که تمامي مسيرهاي تنش  مي است. اين لكل نشانکيلوپاسكال ارائه لده  511براي فشار دورگير 

لوند. با توجه به  مي در نهايت به يک محدوده واحد که بيانگر همان حالت بحراني در خاك است همگرا

وقوع حالت بحراني در کرنشهاي بسيار بزرگ و خردلدگي عماده بانادهاي سايماني در ايان وضاتيت،      

 سايمانته و غيار سايمانته باه ياک محادوده واحاد خاتم         تمامي مسيرهاي تنش مربوط به نمونه هاي

 ، مقدار تنش موثر ايزوتروپ، بر خط حالت بحراني در نسارت تخلخال نظيار   cspلوند. در اين فضا،  مي

گردد. با توجه به ماهيت زهكشي نشده ايان آزمايشاها، نسارت     مي بالد و بر اساس رابطه زير تتريف مي

 مامي طول مسير تنش ثابت و برابر نسرت تخلخل اوليه خواهد بود.تخلخل در ت

(11-1) expcsp




 
   

 
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1pعرض از مردا خط حالت بحراني در  در اين رابطه،    و   .ليب خط حال بحراني اسات

( استفاده از فضاي تنش 1988) 1ليتلاتكينسون و    Ln p Ln q   را براي تتيين تووير سطح ورللو

لود که در نمونه هاي سيمانته، بجاي يک خط واحاد   مي پيشنهاد نمودند. بر اساس اين لكل مشخص

 قارار آيد که تواوير سطوح ماذکور در باين ان حادود     مي براي تووير اين دو سطح، دو محدوده بدست

 گيرند.  مي

مشابه اين وضتيت، در صفحه تراکم  Ln p       قابل مشاهده خواهد باود. ضامن اينكاه باه نظار 

رسد در اين صفحه، محدوده تغييرا  تواوير سطوح مربوطه، به ويژه در خووف سطح ورللو بيشتر  مي

ک تووير واحد از سطوح مذکور را براي جديد، براي تتيين ياي  است. اين موضوع، لزوم پيشنهاد صفحه

 نمايد.  مي خاك سيماني لده، الزامي

(، فضااي جديادي را باراي تترياف خاط حالات       8-11( بر مرناي لكل )2115حميدي و حائري )

دهد که در اين فضاي جديد، علي رغام   مي بحراني و سطح ورللو ارائه نمودند. اين لكل به خوبي نشان

بسيار کمتر باوده و امكاان تترياف ياک     ها  ر يک از محورها، ميزان تفرق دادهصد برابر نمودن مقياس ه

تووير يكتا از سطوح مذکور و ايجاد يک چارچوب رفتاري مناسب بر مرناي نظريه حاال بحراناي باراي    

( 2116خاکهاي سيماني لده وجود خواهد دالت. استفاده از فضاي ماذکور، توساط تاول و همكااران )    

 سيمانته مورد ارزيابي قرار گرفت.اي  ماسهبراي ساير خاکهاي 
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 (2222:  مسير تنش زهکشی نشده نمونه های مخلوط شن و ماسه طبيعی )حميدی و حائری (2-62 شکل

 

 

                                                            
1 Atkinson and Little  
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: تصویر سطح حالت بحرانی و ورشلو نمونه سيمانته در صفحه (1-62 شکل   Ln p Ln q   

 (2222حميدی و حائری )
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 (2222حميدی و حائری ): مسير تنش زهکشی نشده نمونه های مخلوط شن و ماسه طبيعی (1-62 شکل

 

 ارائه و توسعه یک مدل رفتاری برای خاکهای سیمانته -31-1-9

رفتاار   ساازي مدل رال، در ايان قسامت چاارچوبي باراي     با استفاده از مفاهيم ذکر لده در فواول ق 

و  (2119ري و حميادي ) ئحاا بار مرنااي مطالتاا     ايان مادل   . اساس لود هاي سيمانته ارائه مي خاك

هاي سايمانته متااثر از دو بخاش سااختاري خااك       . رفتار ماسهقرار دارد (2113روانرخش و حميدي )

بارگذاري خارجي بار نموناه    لده، با اعمالارائه مدل  بالد. در هاي خاك مي و دانه هالامل مقاومت باند

ها  ك لود. رفتار اين خا وارد ميماتريس غير سيمانته ديگر به  بخشهاي سيماني و  به باند بخشيخاك، 

موجاود  هااي متماول    توان بر اساس مادل  لود را مي مي تحت تاثير باري که بر بخش غير سيماني وارد

ها مدلي ارائه و گسترش  مقاومت و رفتار باندتريين براي بنابراين، گرفت.  اي در نظر هاي دانه خاكبراي 

سهم هر قسامت در روناد بارگاذاري     ،. در انتهابالدسيماني بخش يابد که قادر به پيش بيني رفتار  مي

 .خواهد لدکرنش خاك سيمانته پيش بيني -رفتار تنش ،دواين محاسره لده و با تلفيق 

باه دليال   لود. نكته قابل توجه آن است کاه   مي انجامروابط زير  بر اساس ها جدا سازي جزء کرنش

خاك و برلي در کرنش حجمي  کاهش پتانسيل فشردگي و تغيير لكل با افزايش درجه سيمانتاسيون،

 توان نولت: مي بدين ترتيبغير سيماني است.  مقادير نظير در خاكسيمانته کمتر از 

v vm vbd d d   
  

(11-2) 

s sm sbd d d   
 

(11-3) 
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هااي   غيار سايماني و باناد    حجماي مااتريس  هاي  به ترتيب جزء کرنش vbdو  vmdکه در آن 

در بخاش غيار سايمانته و     برليش هاي کرن، جزء vbdو  vmdبالد. به همين ترتيب  سيماني مي

تاوان   ماي  اعمال لده و خارجي ايجاد لده است. با برقراري تتادل بين نيروهاي داخليساختار سيماني 

 به لكل زير نولت:را متادله تتادل انرژي در خاك سيمانته 

   0 0v s m vm m sm b b vb b b sbpd qd p d q d p p d q q d             (11-4) 

 ي سايماني لاده  هاا  و باناد  مااتريس خااك   درتنش ميانگين به ترتيب  bpو  mpدر متادله فوق 

اسات.   سااختار سايمانته  و غيار سايماني   نيز به ترتيب تنش انحرافي در خااك    bqو  mqد. نبال مي

ساازي  جداا نشان داده لده است. با  0bqو  0bpبا دها نيز مقادير تنش ميانگين و انحرافي اوليه در بان

 :گردد مي حاصلمتادله زير  فوقمتادله در بخش حجمي و برلي 
 

 01 vb vb
m b b

v v

d d
p p p p

d d

 

 

 
    

 
  (11-5) 

 01 sb sb
m b b

s s

d d
q q q q

d d

 

 

 
    

  

(11-6) 

 

 :صور  زير نولتبه توان  مي رابطه فوق را، 1بتنوان پارامتر اضمحلال باندها متغير تتريف با 

      0exp expvb v L L      
  

(11-7) 

   01 m b bp p p p    
  

(11-8) 

   01 m b bq q q q    
 

(11-9) 

مااتريس  و  سايماني  باند بخش هايم هر يک از در روابط فوق ضريب وزني است که سه پارامتر

حاصال  مادل  کاليرراسايون  پروساه  و از  باوده جزو ثوابات مادل    0. مقدار نمايد مي خاك را مشخص

در اثر خرد لدگي باندها با ازديااد کارنش را   سيماني در سختي خاك ميزان افت نيز   Lلود. پارامتر مي

توجه به آنكه در آزمايش سه محوري، نمونه تحت تاثير مستقيم کرنشهاي محوري نمايد. با  مي مشخص

خااك در کرنشاهاي   اوليه  الاستيسيتهمدول بتنوان  E0، در کرنش فتلي و E دول الاستيسيتهم از است،

 :گردد مي بسيار کوچک استفاده

0ln
E

L
E

 
  

 
  (11-11) 

                                                            
1 Bond degradation  
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غير سايماني  هاي سيماني و ماتريس باندسهم راي جداسازي بجديد يک فرمولاسيون  بدين ترتيب،

خااك سايمانته باا ازديااد     رفتاار   ،(ها ) پارامتر اضمحلال باندآنها توسط که با ادغام  آيد مي به دست

 .ميل خواهد کردغير سيمانته خاك به رفتار کرنش و خردلدگي باندها، به تدريج 

 اساتفاده ( 2118حميدي و حاائري ) سيماني از مدل ارائه لده توسط  تار باندهايبراي مدلسازي رف

 ،که با افزايش فشار هماه جانراه   لود مي (، مشاهده9-11. با توجه به نمودار موجود در لكل )گردد مي

فشاار هماه    ازديادبا  يابد. لذا مي به خاك غير سيماني کاهشنسرت مقاومت برلي خاك سيماني لده 

با بارون  توان  مي خواهد يافت. اين فشار دورگير رااثير باندهاي سيماني بر عملكرد خاك کاهش جانره، ت

 ناام گاذاري   cpتتياين کارد. ايان فشاار باا       يتلاقي نمودارها با محور افقا يافتن محل و ها  يابي داده

براي تتيين تغييرا  مقاومت بانادهاي   (، متادله زير را2118گردد. بر اين اساس، حميدي و حائري ) مي

 سيماني با فشار دورگير پيشنهاد دادند.

1

a

d

b bu

c

p
q q

p

 
  

 
  (11-11) 

dدر اين متادله

bq و  مقاومت زهكشي لده باندهاbuq مت بانادها در فشاار هماه جانراه صافر     مقاو 

ه کاليرراسيون باراي خااك ماورد نظار با      در پروسهمدل است که  هايپارامتر ازيكي  a در ضمن است.

ي ساختي بانادها  تغييارا   براي محاسره  ي نيزمشابه رابطه، (11-11)با توجه به متادله  يد.آ مي دست

  . پيشنهاد لده است (12-11سيماني بوور  متادله )
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(11-12) 

dدر اين رابطه، 

bk لرايط زهكشي لده و ر سختي باندها دbuk   سختي باندها در فشار همه جانراه

از خااك هساتند   سايماني لادن    درجاه از  کاه تاوابتي   bو  aين پژوهش باراي ثوابات   صفر است. در ا

 کيلوپاسكال استفاده لده است. 111 دورگيرفشار سه محوري تحت آزمايش هاي  درکاليرراسيون مدل 

کاليرراسيون مدل و جاگذاري پارامترها به صور  تابتي از ميزان سايمانته لادن، متادلاه هااي زيار       با

 فشاار ماوثر مياانگين بار حساب کيلوپاساكال       pدرصد سيمان و  CCدر اين روابط  آيد. مي بدست

  بالد. مي

 
 
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  (11-13) 
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 (11-14) 

 

dمقاومت گسيختگي در اين مدل رفتار باندها تا رسيدن به 

bq ،  در نظار  خطاي  ستيک الابه صور

و بار اسااس   به صور  نماايي  و با لروع خردلدگي باندها، تنش در باندها  . بتد از آنگرفته لده است

 :خواهد يافتکاهش رابطه زير 
d

db
b

a

dq
q

d



   (11-15) 

 

فزايش کارنش محاوري خواهاد    کاهش تنش باندها با انشان دهنده ميزان  پارامتردر اين رابطه، 

 .بود

هاي سايماني لاده، در لارايط    باندمحوري کرنش -انحرافي تنش، تغييرا  استفاده از اين روابط با

مقاومات برلاي    درصاد سايمان،  با افازايش  (، 11-11بر اساس لكل ) .زهكشي لده قابل تتيين است

 .باندها خواهد بود اما ازدياد فشار دورگير عاملي در جهت کاهش مقاومت يابد مي افزايش
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: تغييرات مقاومت انحرافی زهکشی شده باندها با کرنش محوری در فشارهای دورگير و درصد (62-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی  های مختلفسيمان
 

نسرت مقاومت برلاي   ،نتايج آزمايشگاهي (، بر اساس2119در مدل پيشنهادي حائري و همكاران )

همچنين بطاور مشاابه، بار ايان اسااس      . بوور  رابطه  ارائه لده استه زهكشي لده به زهكشي نشد

-11به سختي زهكشي نشاده مطاابق رابطاه )    زهكشي لدهبراي نسرت سختي لرايط اي  رابطه مشابه

 . ( ارائه لده است17

0.0009 0.044 0.5
d
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q
    (11-16) 

d
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k
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پارامترهاي مدل بوده که بر حسب کاليرراسيون قابال تتياين هساتند. لاكل      nو  mدر رابطه دوم، 

 ( نيز تغييرا  مقاومت زهكشي نشده باند هاي سيماني با درصد سيمان و فشار دورگير را ارائاه 11-11)

باا  نمايد. بدين ترتيب کليه پارامترهاي لازم جهت تريين رفتار باندهاي سيماني مشخص خواهد بود.  مي

 رفتار تانش (، 9-11( و )8-11نيهاي مقاومتي باندها با بخش غير سيماني بر اساس روابط )منحترکيب 

 . تتيين خواهد لدخاك سيمانته  محوري کرنش-انحرافي
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: تغييرات مقاومت انحرافی زهکشی نشده باندها با کرنش محوری در فشارهای دورگير و درصد (66-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی  سيمانهای مختلف

 
 در .اساتفاده کارد  اي  باراي خاکهااي داناه   هاي رايج  توان از مدل مي غيرسيماني اين مدل در بخش

( 1983) 1پاساتور و همكااران  پلاستيسيته عمومي مدل  ،هاي قابل قرول يكي از مدل ،اي هاي دانه خاك
(، منحناي هااي تانش    12-11اين مدل در فول هفتم بطاور کامال مترفاي گردياد. لاكل )     بالد.  مي

کارنش محاوري   -(، منحني هاي تانش انحرافاي  13-11کرنش محوري زهكشي لده و لكل )-انحرافي
تهاران، باا اساتفاده از مادل      Aزهكشي نشده را در مدلسازي رفتار مكانيكي آبرفت درلت داناه ساري   

 نمايد.  مي ( ارائه1983پاستور و همكاران )
کرنش محوري باندها و خااك  -نحرافيمنحنيهاي تنش ا، ادغام سيماني براي پيش بيني رفتار خاك

آزمايش نتايج کاليرراسيون مدل به کمک ثوابت مورد نياز براي اين ادغان با  غير سيماني ضروري است.
و پارامتر مرباوط باه ساهم مقاومات هار       ،. پارامتر اضمحلال مقاومت باندلود مي انجام هاي مختلف

( و در لارايط زهكشاي نشاده از    19-11( و )18-11(، براي لرايط زهكشي لده از روابط )بخش )
 .لوند مي ( حاصل21-11( و )21-11روابط )

 0 35.2exp 0.0018d p    (11-18) 

24.6 0.028 0.00004d p p     (11-19) 
2

0 7.8 0.135 0.00002u p p      (11-21) 

                                                            
1 Pastor et al.  
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5u  (11-21) 
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خااك سايماني لاده، باا ادغاام       ( نتايج حاصل از مدلسازي رفتااري 13-11( و )12-11لكلهاي )

 نمايد. مي ( را ارائه13-11( تا )11-11هاي ) منحني
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 ای  فشار آب حفره -31-1-1

روندي مشاابه  نيز با اي  فشار آب حفره (،2119در مدل رفتاري ارائه لده توسط حائري و حميدي )

، با ترکيب مقادير نظير در دو بخاش بانادهاي سايماني و خااك غيار      کرنش خاك سيمانته-تنش رفتار

صافر باودن    باا فارض  غيار سايمانته،   در لرايط زهكشي نشده باراي خااك   پذيرد.  مي سيمانته صور 

اي  زير براي محاسره فشاار آب حفاره   هرابط (،1983در مدل رفتاري پاستور و همكاران ) تغييرا  حجم

در خاك سيماني بر مرناي پيش بيني مدل اي  ( تغييرا  فشار آب حفره16-11لكل )آيد.  مي به دست

اي  فشاار آب حفاره   ،ذکر است که رابطه زيريان لا. نمايد مي مذکور در فشارهاي مختلف دورگير را ارائه

 کند.  نمي به خوبي پيش بينيرا پايين  دورگيرفشارهاي  ايجاد لده تحتمنفي 

1 1

3
m m

g

u q
M

 
   
 

  (11-22) 

تتريف جزء کارنش حجماي بانادها )   توان از  مي نيز باندها دراي  براي محاسره فشار آب حفره
vb ،)

)اي  جزء فشار آب حفره
bu)  1برگشتيمدول و (

rbE ) و ( 23-11باط ) وار بر ايان اسااس  . نموداستفاده

 .بالد مي ( قابل حوول11-24)

b
vb

b

p

K
   (11-23) 

rb
b b

b

E
u p

K
  (11-24) 

در روابط فوق 
bp ( به فرم زيار باا   15-11جزء تنش موثر ميانگين در باندهاست که مشابه رابطه )

 کرنش محوري تغيير خواهد نمود:

b
b b

a

p
p p




  


  (11-25) 

 بار اسااس  را اي  توان تغييرا  فشاار آب حفاره   مي (24-11( در رابطه )25-11با قرار دادن رابطه )

 آورد: به دست (26-11رابطه )

 exprb rb
b b a

b b

E E
u p A

K K
       (11-26) 

تاوان فشاار    مي ،با کاليرراسيونثوابت متادله  و با تتيين( 26-11رابطه ) ينبا انتگرال گيري از طرف

 .نمودرا محاسره  ايجاد لده در خاكاي  آب حفره

   exp exprb rb
b a a a

b b

E E
u A d A C

K K
         (11-27) 

                                                            
1 Rebound modulus  
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 ( نيز ارائه نمود: 28-11ليوه نگارش بوور  رابطه ) توان با تغيير مي رابطه فوق را

 1 exprb
b a

b

AE
u C

CK


 
    

 
  (11-28) 

5با توجه به مقدار    در لرايط زهكشي نشده وrb

b

AE
D

CK
 ( را28-11رابطه ) تاوان باه    مي

 صور  زير بازنويسي نمود:

  1 exp 5b au E D     (11-29) 

قابل تريين خواهاد   Eو  Dايجاد لده در باندها با استفاده از دو پارامتر اي  بر اين اساس، فشار حفره
 بود. اين دو پارامتر با کاليرراسيون مدل بر اساس نتايج آزمايشها قابل محاسره خواهد بود.

لفيق آنها بر اساس رابطه در بخش غير سيماني و باندهاي سيمانته و سپس تاي  با تتيين فشار حفره
توليد لده طي بارگذاري زهكشي نشده در خاك سيماني قابل محاسره خواهد اي  (، فشار حفره11-31)

درصدهاي  3توليد لده در خاك سيماني لده با اي  ( نتايج مدلسازي فشار آب حفره17-11بود. لكل )
در خاك سايماني  اي  ار آب حفره( نتايج مدلسازي فش18-11گچ در فشارهاي مختلف دورگير و لكل )

 نمايد. مي لده با درصدهاي مختلف گچ را ارائه

 1 m bu u u     (11-31) 
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  6113در خاک غير سيمانی بر مبنای مدل پاستور و همکاران ای  : فشار آب حفره(61-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی 
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 درصد گچ  3ای در خاک سيمانی شده با  حفره: بررسی نتایج مدل برای فشار آب (61-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی 
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 ای در خاک سيمانی شده با درصدهای مختلف گچ  :  نتایج مدل برای فشار آب حفره(61-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی 
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 کرنشهای حجمی -31-1-1

شي لاده نياز باياد    توليد لده در لرايط زهكشي نشده، در لرايط زهكاي  فشار آب حفره به مانند

( بر مرناي 2-11کرنشهاي حجمي محاسره لوند. کرنشهاي حجمي خاك سيماني، با استفاده از رابطه )

لاوند. کارنش حجماي در     مي مقادير کرنش حجمي در خاك غير سيماني و باندهاي سيمانته محاسره

حجماي در   گاردد. کارنش   ماي  ( محاساره 1983خاك غير سيماني بر اساس مدل پاستور و همكااران ) 

محاسره لده بار  اي  ( با تقسيم فشار آب حفره24-11( و )23-11باندهاي سيماني نيز بر اساس روابط )

( با کاليرراسيون نتايج مدل براي آبرفت درلت 2119لود. حائري و حميدي ) مي مدول برگشتي تتيين

دادند. بر ايان اسااس   کيلوپاسكال را پيشنهاد  5511تهران، مقدار مدول برگشتي متوسط  Aدانه سري 

با تلفيق مقادير کرنش حجمي بخش غير سيماني و باندهاي سيماني، کارنش حجماي خااك سايماني     

( نماودار  21-11( بدسات خواهاد آماد. همچناين لاكل )     19-11درصد گچ مشاابه لاكل )   3لده با 

تغييرا  کرنش حجمي با کرنش محوري را در خاك سيماني لده با درصدهاي مختلف سايمان گچاي   

 ارائه خواهد نمود.
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 درصد گچ  3: بررسی نتایج مدل برای کرنشهای حجمی در خاک سيمانی شده با (61-62 شکل

 (2221)حائری و حميدی 
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ارائاه گردياد.    در اين بخش کليا  رولي براي مدلسازي رفتاار مكاانيكي خاکهااي سايماني لاده     

 1ستيسيته عماومي مانزاناال و همكااران   ( نيز با تغيير پارامترها در مدل پلا2113روانرخش و حميدي )

( اسات باه مدلساازي رفتاار خاکهااي      1991(، که نسخه جديدي از مدل پاساتور و همكااران )  2111)

توانند به مقاله ماذکور   مي سيماني لده پرداختند. که خوانندگان براي اطلاع بيشتر از عملكرد آن مدل

  رجوع نمايند.
 

-5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

V
o

lu
m

et
ri

c 
st

ra
in

 (
%

)

Axial strain (%)

Model Train

Experiment

(a) 1.5% Gypsum

'
3=300 kPa

-5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

V
o

lu
m

et
ri

c 
st

ra
in

 (
%

)

Axial strain (%)

Model Train

Experiment
(b) 3.0% Gypsum

'
3=300 kPa

-5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

V
o

lu
m

et
ri

c 
st

ra
in

 (
%

)

Axial strain (%)

Model Train

Experiment
(c) 4.5% Gypsum

'
3=300 kPa

-5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

V
o

lu
m

et
ri

c 
st

ra
in

 (
%

)

Axial strain (%)

Model Train

Experiment
(d) 6.0% Gypsum

'
3=300 kPa

 
 ای در خاک سيمانی شده با درصدهای مختلف گچ  آب حفره: نتایج مدل برای فشار (22-62شکل

 (2221)حائری و حميدی 

 خاکهای رسی مکانیکیمدلسازی رفتار ترمو -11-4

حفاري  ،لمع هاي حرارتيمثل سازه هاي ژئوترمال در بسياري موارد مانند مدفن زباله هاي هسته اي، 

برداري و آزمايشا  برجا خووصا در بساتر  چاه هاي نفتي، کابل هاي فشار قوي مدفون در خاك، نمونه 

، خااك در متارض   و ساير پديده هاي مشابهها  برخي زمين لغزهدار  و همچنين حرکت لتابها  اقيانوس

با توجه به تاثيرا  بسزايي که حرار  بر رفتاار مكاانيكي خاکهااي    رد. يگ مي حرار  قرارتوليد و انتشار 

 ناسري در مدلسازي رفتار مكانيكي خاکها وارد گردد.رسي دارد، لازم است اين اثرا  به نحو م

                                                            
1 Manzanal et al.  
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ها مشاخص  رسبويژه خاکهاي ريزدانه مكانيكي بر رفتار ا  دما تاثيربر اساس مطالتا  آزمايشگاهي، 

ساطحي  جاذب  ي هارسي، نيرو کاني هاياي  صفحه دليل لكلاست که به  امر آن. علت اين لده است

باعاث جاذب   نياز  ها  بار الكتريكي بر سطح دانه توزيع. نمايد يم نقش مهمي را ايفاها  اين خاكرفتار در 

 جذب سطحي نياز در اطاراف کااني رساي لاكل     آب لده بدين ترتيب، لايه آب غير هم نام يون هاي 

نجر باه تااثير دماا بار رفتاار      آب و کاني رسي، وجود اين لايه مگرماي ويژه گيرد. با توجه به تفاو   مي

لاياه آب  ذرا  خاك و و ناهمگون افزايش دما باعث انرساط توامان اقع، در و. خواهد لدخاك مكانيكي 

 بر رفتار خاك تاثير گذار است. لده که

 تاثیر دما بر خصوصیات فیزیکی و مکانیکی خاک رس -31-1-3

که دما سارب تغييار   ها  تاثير گذار است. از جمله اين ويژگيرسيي دما بر ويژگي هاي مختلف خاك 

حجام و فشاار   تغيير به وزن مخووف، حدود اتربرگ، نفوذ پذيري، مقاومت برلي،  توان مي لود مي آن

 الاره نمود. در ادامه تاثير دما بر اين پارامترها توضيح داده خواهد لد.اي  آب حفره

 تاثیر دما بر وزن مخصوص -31-1-9

 از دما ازديادد که با رو مي يابد، انتظار مي کاهش تا حديبا توجه به اينكه دانسيته آب با افزايش دما 

مجادد  در دماي مشخص افزايش ياباد و سارد کاردن    ها  چگالي ويژه رس ،درجه سانتيگراد 111تا  21

وزن مخووف را باه ميازان اولياه کااهش دهاد. در نتيجاه اثار دماا بار وزن           ،درجه 21خاك تا دماي 

 .استبرگشت پذير اي  مخووف پديده

 حدود اتربرگ -31-1-9-3

تاثير حرار  بر حد رواناي و لااخص   که دهد  مي نشان (1958) 1لسكووبلز و استانك نتايج تحقيقا 

بالد. در خاك هايي که کاني بنتونيت به عنوان کاني غالب خاك باه   مي بيش از حد پلاستيک خميري

در خاکهااي  ولاي  گردد.  مي لديد حد رئاني و لاخص خميريآيد، افزايش دما باعث کاهش  مي حساب

درجه سانتي گاراد تغيياري در حاد     411افزايش دما تا حدود  ،الب آن کائولونيت بالدرسي که کاني غ

د کاه  ا(. نتايج اين تحقيقاا  نشاان د  1991 2و همكاران )ونگ نمايد نمي خميري ايجادرواني و لاخص 

انادکي   ار  بر حدود اتربرگ زياد نيست و فقطدرجه سانتي گراد تاثير حر 211تا  111در دماهاي بين 

 کند. مي گرم لدن کاهش پيدابا 

 نفوذ پذیری -31-1-9-9
، . علات ايان افازايش   يابد مي خاك با ازدياد دما افزايشنشان داد که نفوذ پذيري ( 2115) 3اجلنا بوا

                                                            
1 Beles and Stanculescu  
2 Wang et al.  
3 Abuel-Naga  
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داخلي خااك در برابار جرياان    ساختار ويسكوزيته آب در اثر حرار  و در نتيجه کاهش مقاومت کاهش 
 جريان درون آنتراوش در رس و تسريع  يلسهت. اين امر باعث ثابت استتحت تنش توده آن سيال در 

تتيين نفوذ پذيري از  ،در دماهاي بالا کهنشان داده ( 2111و همكاران ) 1تحقيقا  ديلاژتايج نلود.  مي
 .لود مي نفوذ پذيري حدمنحني هاي تحكيم موجب تخمين بيش از 

 مقاومت برشی خاک -31-1-9-1
تلف در زمينه اثر دما بر مقاومت برلي خاك رس اختلافا  زيادي باه  مخ آزمايشگاهي در مطالتا 

صور  گرفته  هايدر آزمايشو حرار  اعمالي چشم ميخورد. علت اين اختلاف مسير هاي مختلف تنش 
( نشان دادند که مقاومت برلاي ساه محاوري    1991) 2بالد. هوکل و بلدي مي مختلفتوسط محققين 

مانناد   محققاان ديگار  اماا  ياباد.   ماي  هاي رس با افزايش دماا کااهش  تحكيم يافته زهكشي لده نمونه 
در آزمايشا  سه محوري تحكيم يافته زهكشي لده بار روي نموناه هااي     (2114) 3ييچكراواك و لالو

دست خورده نشان دادند که مقاومت برلي زهكشي لده و مدول الاستيسيته نموناه هااي   دار  رس لاي
 يابد. مي دما افزايش ازدياديافته با عادي تحكيم يافته و پيش تحكيم 

 تغییر حجم در شرایط زهکشی شده -31-1-9-1
از تغييرا  حجم پلاستيک در خلال سيكل اول حرار  اي  دهد که بخش عمده مي نتايج تحقيقا  نشان

دهد و در سيكل هاي بتدي، تغيير حجم دائمي به مراتب کمتري رخ خواهد داد. بر اسااس تترياف    مي روي
 لود. مي با ازدياد سيكلهاي حرار  ناميده 5(، اين موضوع تثريت حرارتي1968) 4انلا و ميچلکامپ

 در شرایط زهکشی نشدهای  فشار آب حفره -31-1-9-3
 خااك سرب افزايش حجم نمونه  ،حرار  دادن خاك در لرايط زهكشي نشده تحت تنش کل ثابت

افازايش  اي  تي آب و ذرا  خاك، فشار آب حفرهلود. در نتيجه، به دليل تفاو  ضرايب انرساط حرار مي
به دليل انرساط حجمي بيشتر  ،اگر افزايش دما سريع بالد( نشان داد که 2115ابو النجا ) خواهد يافت.

رس عادي تحكيم يافتاه در  اي  ازدياد قابل توجه فشار آب حفره ،نسرت به کاني هاي جامداي  آب حفره
چنين حرار  دادن نمونه هاي ايليت در لرايط زهكشي نشاده  د. همادخواهد خ لرايط زهكشي لده ر

که اين افزايش فشار در هنگام سرد لدن تا حد زيادي برگشت  هلداي  باعث افزايش فشار آب حفرهنيز 
 .پذير است

 
 

                                                            
1 Delage et al.  
2 Baldi  
3 Laloui  
4 Mitchell  
5 Thermal Stabilization  
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 مدلسازی رفتار ترمومکانیکی رس اشباع -31-1-1

اثار دماا بار     کاه  توان دريافت مي با توجه به مطالب بيان لده و همچنين مطالتا  محققان پيشين

رفتاار  بار  بالد و به منظور جلوگيري از هرگونه رخداد غير قابال کنتارل    مي خاك هاي رسي قابل تامل

، بايد آن را به دقت بررسي و کنترل نمود. از طارف ديگار، آب نياز نقاش     در اثر افزايش دمارسي خاك 

ا چاارچوب کلاي مدلساازي رفتاار ترمومكاانيكي      در اين تغيير رفتار دارد. لذا در اين بخش، ابتدبسزايي 

 بحاث غيار الاراع    هااي رفتار خاک مدلسازيدرباره مختوري و پس از آن  هخاك رس الراع مترفي لد

به مانند هر مدل رفتاري به منظور يافتن روابط مناسب براي پيش بيني رفتار خاك لازم است  گردد. مي

گاام باه   بواور    انسيل و قانون سخت لوندگي مدلديگر، تغييرلكلهاي الاستيک، سطوح تسليم و پت

. مراني ارائه لده در خووف خاك الراع، برمرناي مدل ارائاه لاده توساط    گام مترفي و محاسره گردد

 ( قرار دارد.2115( و حميدي و همكاران )2111حميدي و خزاعي )

 فرضیات مدلسازی رفتاری - 31-1-1-3

( کاه بتادها توساط حميادي و همكااران      2111) ارائه لده توسط حميادي و خزاعاي   مدلاصول 

( باا ازديااد   NCLخط تحكايم ايزوتاروپ )    احرک ( مورد بازبيني و اصلاح قرار گرفت، برمرناي2115)

 بالد. مي با فرضيا  زيرمطابق ( 21-11)لكل در صفحه تراکم مطابق حرار  

ت کارده و باه خاط    ( حرکا eبه سمت مقادير کمتر نسرت تخلخل ) NCLبا افزايش دما، خط  -الف

 (.2115و ابو النجا  2114لود )چكراواك و لالويي  مي ( نزديکCSLحالت بحراني )

qدر صفحه تانش   CSLليب خط حالت بحراني  -ب p    و صافحه تاراکمe Lnp    باه دماا

 (2114ي يو چكراواك و لالو 2111 1وابسته نيست )گراهام و همكاران

يكسان در نظر گرفتاه لاود، افازايش دماا      ،در دماي محيط CSLو  NCLدر صورتي که ليب  -ج

سمت پايين و نسرت تخلخال  ه باوليه  NCLدر دماهاي بالاتر ندالته و موازي با  NCLتاثيري بر ليب 

 کند.  مي کمتر حرکتهاي 

از  NCLه لود )لايب  متفاو  در نظر گرفتمحيط، در دماي  CSLو  NCLدر صورتي که ليب  -د

CSL  بيشتر بالد(، با افزايش دما ليبNCL دمااي قابال    حاداکثر بطوريكاه در   .کناد  مي کاهش پيدا

 يكسان خواهد لد. CSLتحمل توسط خاك، با ليب 

اختلاف بين نسارت تخلخال    حداکثرکاهش در نسرت تخلخل در اثر افزايش حرار ، نسرتي از  -ها

در درجاه   NCLتوان نتيجاه گرفات کاه خاط      مي ست بنابرايندر دماي محيط ا CSLو  NCLخطوط 

 در درجه حرار  محيط قرار نخواهد گرفت. CSLحرار  هاي بالا هيچ گاه زير خط 

 از کرنش حجمي حرارتي دانه هاي خاك صرف نظر لده است.در جهت سادگي مدل،  -و
 

                                                            
1 Graham et al.  
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 (2262)حميدی و خزاعی : مدلسازی رفتار خط تحکيم نرمال در درجه حرارت بالاتر (26-62 شکل

 

باه سامت   در صافحه تاراکم    ،T به 1از دماي محيط دمابا افزايش  NCLخط  ،همانطور که بيان لد

pنسرت تخلخل در تنش موثر ميانگينبيان توان براي  مي در نتيجه .کند مي پايين حرکت  :نولت 

  T A Te e e (11-31) 

کااهش   ΔeTنسارت تخلخال در دمااي محايط و      T ،eAنسرت تخلخل در دمااي   eT  فوق در عرار

بالد. باراي   مي با افزايش دما CSLبه سمت خط حالت بحراني  NCLنسرت تخلخل در اثر حرکت خط 

به تانش وابساته اسات.     ΔeTلود که  مي در دماهاي بالاتر فرض NCLدر نظر گرفتن کاهش ليب خط 

 دهد. مي را در اثر افزايش تنش موثر ميانگين نشان ΔeT( کاهش 32-11رابطه )

  0
max 

 
    




n

T

p

p
e e (11-32) 

0p 
باه  مادل  است که از کاليرراسيون  يبتد بيپارامتر  nتنش موثر ميانگين در ابتداي آزمايش و  

 (،21-11مطابق لكل ) آيد. مي دست
maxe خطاوط  باين  تلاف نسارت تخلخال   اخNCL  وCSL  در

)ابتداي آزمايش در دماي محيط است. ضريب اول در رابطه بالا 
maxe )فرض پانجم  ي  نشان دهنده

0. عراار   اسات  ضريري بين صفر و يک  و در آن توضيح داده لد قرلامدل است که 

n

p

p

 
 

 

باراي   

با افازايش حارار  در نظار    موثر ميانگين نسرت تخلخل به تنش در کاهش  ميزانوابستگي نشان دادن 

ماوثر   اگر کاهش در نسرت تخلخل مساتقل از تانش   که ي استمثرتمقدار  n. پارامتر فته لده استگر

 .لود مي در نظر گرفتهصفر  ،بالد ميانگين

                                                            
1 Ambient temperature  
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 در نظر گرفتاه در دماي محيط  CSLو  NCLتي از اختلاف بين تاب هاي بالاتردما در NCL موقتيت

دماي قابل تحمال توساط    حداکثردر دماي محيط صفر و در  ، (32-11بنابراين در رابطه ) لود. مي

 د لده است:پيشنها رابطه زير براي تتيين  ،. به همين منظورلحاظ خواهد لديک  ،خاك

 1-exp 1
A

T

T
 

  
   

  
 (11-33) 

 (33-11از رابطاه )  بالاند.  ماي  به ترتيب دماي محيط و دماي افزايش يافتاه  Tو  ATکه در آن 

پاارامتر مادل     همچناين  .کارد هد خواتغيير در محدوده صفر تا يک  توان نتيجه گرفت که  مي

کاليرراسيون به دست خواهد آمد. با فرض اينكاه کارنش هااي الاساتيک حجماي از      پروسه است که از 

آيند، و با دانساتن   مي بالند و فقط از تغييرا  در تنش موثر ميانگين به دست مي حرار  مستقل درجه

يش تحكيمي کاه پاارامتر ساخت لاوندگي     از تغيير در فشار پنيز  حجمياينكه کرنش هاي پلاستيک 

توان نتيجه گرفت که کرنش هايي که از کاهش در نسارت تخلخال باه دليال      مي لوند، مي نتيجه است

pبالند و بنابراين  مي لوند، کرنش هاي حجمي پلاستيک مي افزايش حرار  حاصل   ( 11در رابطاه-

 جايگزين لود: cpبا فشار پيش تحكيمي  ( بايد32

  0
max 

n

T

c

p

p
e e 

 
 

 
 (11-34) 

 در صفحه تراکمي به صور  زير تتريف خواهد لد:اوليه از تروري حالت بحراني، نسرت تخلخل 

  N- c
A ce Ln p Ln

p

p
 

 
 


 


 (11-35) 

N وثر مياانگين واحاد و در دمااي محايط    ل گذلته، حجم مخووف در تانش ما  وطرق تتريف فو 

ترکيب . با بالد مي بارگذاري مجدد-ليب خط باربرداري  و ايزوتروپليب خط تحكيم  بالد،  مي

، رابطه زير براي تتياين نسارت تخلخال در    (35-11در رابطه )( 34-11و )( 32-11) ،(31-11روابط )

 آيد: مي دماي افزايش يافته به دست

  0
max N- l nn l

n

T cT

c

Te
p

p p e
p

   
 

     
 

 (11-36) 

در مادل  بالاد.   ماي  بارگذاري مجدد در دمااي افازايش يافتاه   -ليب خط باربرداري Tکه در آن 

ن گراهاام و همكاارا   بارگذاري مجدد بر اسااس رابطاه  -(، ليب خط باربرداري2111حميدي و خزاعي )

 در نظر گرفته لده است.وابسته به دما به صور  زير  ،(2111)

1 ln  T

A A

T
C

T





 
   

 
 (11-37) 
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 C همچناين  بالاد.  مي (AT) بارگذاري مجدد در دماي محيط-ليب خط باربرداري Aکه در آن 

کاه  اسات  بارگذاري مجدد با حارار   -را  در ليب خط باربرداريپارامتر مدل براي در نظر گيري تغيي

 بايد از نتايج آزمايشگاهي به دست آيد.

 تعیین کرنش های حجمی -31-1-1-9

 ايجاد لده به صور  زير قابل بيان است:کرنش هاي حجمي  بانسرت تخلخل رابطه 

 1vde d e   (11-38) 

از  با توجه به صارفنظر نماودن  بالند.  مي نمو نسرت تخلخل و کرنش حجمي vdو  deکه در آن 

غيير در تانش  با تتغييرلكل هاي الاستيک تنها  مدل، حجمي حرارتي دانه هاي خاك در اين هايکرنش

p( نسرت به 36-11گيري از رابطه ) مشتقلوند. بنابراين، با  مي موثر ميانگين ايجاد    و با جايگاذاري

 دهد. مي رابطه زير را براي تتيين کرنش الاستيک حجمي نتيجه ،(38-11از رابطه )مقادير 

0

e T
v

dp
d

p










 (11-39) 

که در آن 
0 ( 0حجم مخووف اوليه 01 e   در دماي افزايش يافته )T مدول بالک  بالد. مي

K  گردد: مي تتيينبر اساس رابطه زير، وابسته به تنش موثر ميانگين 

0

0

a

p
K K

p

 
  

 
 (11-41) 

pکه در آن    0وp  وبه ترتيب تنش موثر ميانگين کنوني و اوليه a   بار  پاارامتر مادل اسات   نياز .

قابال  به صور  زير ( 0p) اوليه در تنش موثر ميانگين( 0K)مدول بالک اوليه (، 39-11اساس رابطه )

 :استتتيين 

0 0
0

T

p
K






 (11-41) 

1e

vd dp
K

  (11-42) 

يک نتيجه تغيير در فشاار پايش تحكيماي    همانطور که قرلا توضيح داده لد، کرنش حجمي پلاست

cp ( نسرت باه  36-11گيري از رابطه ) مشتقبالد. با  ميcp   و باا جايگاذاري Te  وde    از رواباط

 لود. مي (، رابطه زير براي کرنش هاي حجمي پلاستيک نتيجه38-11( و )11-34)
 

1 1

p c cA T T
v

c c

dp dpn e
d

e p e p

 


  
 

  
 (11-43) 
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تغيير در حالت تانش ياک الماان خااك باه صاور        (، 1999) 1زينكوويچ و همكارانبر اساس نظر 

 لود: مي مجموع دو حالت جداگانه زير در نظر گرفته

pتغييار در تانش ماوثر    در اين حالت متادل الف( تغيير در تراز تنش، که    يكاه  بالاد، درحال  ماي

 نسرت تنش ثابت است.

pتراز تنش ) ب( تغيير در نسرت تنش به صورتي که  ).ثابت بماند 

(، 2118) 2بار اسااس نظار لياو و کاارتر     اين دو نوع بارگاذاري متفااو  اسات.     در برابر پاسخ خاك

باه دليال    لاود.  مي ثرا  مكانيزم برلي مربوطويژگيهاي تغيير لكل خاك با تغيير در نسرت تنش به ا

نسرت  بااين دو حالت تنش، قوانين رفتاري که از آزمايشا   تحتخاك ي رفتاري تفاو  در مشخوه ها

بر ايان اسااس،   . خواهند بود، براي لرايطي که نسرت تنش متغير است مناسب نبدست آيندتنش ثابت 

ر کرنش هاي پلاستيک گيري اثر مكانيزم برلي بدر نظربراي ، (2112) ليو و کارتر اصلاحا  پيشنهادي

با ضريب 

 
 :در مدل حاضر اضافه گرديد 

 
1

1 1

p c cA T
v T

c c

dp dp
d n e

e p M e p

  




  
        

 (11-44) 

 

qليب خط حالت بحراناي در صافحه    Mنسرت تنش و  در اين مدل،  p  لاد. در نهايات،   با ماي

آياد. محققاان    ماي  کرنش حجمي کل از جمع مولفه هاي کرنش حجمي الاساتيک و پلاساتيک باه دسات    

بسياري با انجام آزمايش بر انواع رس الراع به اين نتيجه رسيدند که فشار پيش تحكيمي به دما وابسته است 

(. همانطور 2112 6لطان و همكارانو س 1989 5، تيدفور و سالفور1994 4، بودالي و همكاران1995 3)موريتز

 يابد. مي لود با افزايش دما، فشار پيش تحكيمي کاهش مي ( مشاهده22-11که در لكل )
 

                                                            
1 Zienkiewicz et al.  
2 Liu and Carter  
3 Moritz  
4 Boudali et al.  
5 Tidfors and Sällfors  
6 Sultan et al.  
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 (2262تغييرات فشار پيش تحکيمی با درجه حرارت از نتایج آزمایشگاهی )حميدی و همکاران  :(22-62 شکل

 

 :بالند مي ه صور  زير قابل تتيينهي بنتايج آزمايشگا با درون يابيخطوط پيوسته در لكل بالا 

 expcT cp p T   
 

(11-45) 

 اسات و  مدلپارامتر  تغيير در درجه حرار  و  T، Tفشار پيش تحكيمي در دماي  cTpکه 

 آيد: مي يب خوبي به دستبا استفاده از رابطه زير با تقر

0
0

3
3

p
p

T

H
 

 
 

 


 (11-46) 

 اين رابطهدر 
 

0
0

T

H


 



بالد. رابطه ديگري توسط  مي تابع ضريب انرساط حرارتي pو  

د. باا اساتفاده از   نمايا  ماي  ارائاه  cTpبراي ( پيشنهاد لده که نتايج مشابهي 2114ي )يچكراواك و لالو

 ( داريم:46-11( و )45-11روابط )

 0exp 3 p

cT cp p H T    (11-47) 

نماو   ،(38-11( و )34-11و با جايگذاري روابط ) cTpنسرت به ( 36-11با مشتق گيري از رابطه )

 د:لو مي کرنش حجمي پلاستيک به صور  زير محاسره

1p cT
v

L cT

dp
d

H p






 (11-48) 

 آيد: مي به دست به صور  زير LH، رابطهاين در 

 
L

T
T T

T

H
M

n e
M



 



 

    
 

 
(11-49) 
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نسارت   ه و در درجه حرار  افازايش يافتا   CSLليب خط  TMحجم مخووف،   که در آن

 بالد. مي تنش

 تعیین کرنش های برشی -31-1-1-1

( مدول برلاي را وابساته باه ساطح تانش      1997) ييو لالو 1مدرسي ( و1991)پاستور و همكاران 

 ربا را ( وابستگي مدول برلي به نسرت بايش تحكيماي   2111گراهام و همكاران ) .ندنمودفرض کنوني 

رابطه خطي آن با دما را بررساي نمودناد. در    ( پيشنهاد داده و1985) 2يابزس و هولار  اساس مطالتا

 گردد: مي حرار  فرضدرجه مدول برلي طرق رابطه زير وابسته به تراز تنش و  نيز مدل حاضر
 

0

1 ln

b

A

A

p T
G G D

p T

    
     

     
 (11-51) 

 بتلاوه، بالد. مي 0pط و در تنش متوسط ميانگين اوليه مدول برلي در دماي محي AGکه در آن 

D  وb  آيند.  مي داده هاي آزمايشگاهي به دست باکاليرراسيون  بر اساسکه  هستنددو پارامتر مدل نيز

 بنابراين داريم:

1

3

e

sd dq
G

  (11-51) 

 متيار زير به دست آيد: نيز بر اساسکرنش هاي برلي پلاستيک از طرف ديگر، 
p

p v
s

d
d





 (11-52) 

در قاانون جرياان   همان نسرت کرنش حجمي پلاستيک به کرنش برلي پلاستيک يا  که در آن 

 است.مدل رفتاري 

 قانون جریان -31-1-1-1

. آنها نشان دادند که پيشنهاد نمودندان از دما را ( مستقل بودن قانون جري2111گراهام و همكاران )

نتايج  اماماند.  مي ايليت بازسازي لده ثابت باقي رس جهت بردار نمو کرنش پلاستيک با افزايش دما در

دهد که افزايش دماا موجاب افازايش در     مي وك نشانك( براي رس نرم بان2115) جالنا بواآزمايشگاهي 

کاه نسارت   نياز ثابات کارد    ( 2113) 3قهرمان نژادبر خلاف اين، ود. ل مي هاي پلاستيک نسرت کرنش

(، قاانون جريااني را   2111) 4يعا حميادي و خزا  ياباد.  ماي  با افزايش دما کااهش  ،پلاستيک هايکرنش

پلاساتيک   هايدر نسرت کرنش ا پيشنهاد دادند که قادر به مدلسازي تمام سه حالت ممكن براي تغيير

                                                            
1 Modaressi  
2 Wroth and Houlsby  
3 Ghahremannejad  
4 Khazaei  
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تغييارا   حارار  در   ا تا اثار  کردندپيشنهاد  براي  را رابطه زيرايشان  حرار  بالد. جهدر ازديادبا 

 لود: لحاظکرنش پلاستيک 
2 2

2

p

v

p

s T

d M

d

 


  


  (11-53) 

ش در حرار  باعث کاهدرجه ذکر لد که افزايش در  پيش از اينپارامتر مدل است.  Tکه در آن 

گي نسرت ، پارامتري که به طور صريح وابست(2119حميدي و خزاعي )لود. در مدل  مي نسرت تخلخل

خواهد باود.   به عرار  ديگر، افزايش دما متادل با افزايش . است ، دهد مي تخلخل به دما را نشان

در نظار   تابتي از به صور  تابتي از دما، آن را به عنوان  Tمتر قانون جريان پارا براي بيانبنابراين 

همرستگي بين بر اين اساس، . گرفته اند
T  و گردد: مي به صور  زير پيشنهاد 

1Tنظير  که ،(2111)گراهام و همكاران  دمااز  قل بودن مست -الف  بالد. مي 

1T نظير که ،(2115ا جنال بوا)ازدياد دما در اثر  افزايش در  -ب   است. 

1T، که نظير (2113)قهرمان نژاد  دماافزايش  به علت کاهش در  -پ   .خواهد بود 

   براي بررسي آنكه کدام حالت بايد در مدلسازي رفتار خااك ماورد اساتفاده قارار گيارد، مطاابق لاكل        

:(، تغييرا  11-23) /     گيارد )حميادي و همكااران     ماي  ررساي قارار  در دماهاي مختلف ماورد ب

2115.) 
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 (2262: تغييرات فشار پيش تحکيمی با درجه حرارت از نتایج آزمایشگاهی )حميدی و همکاران (23-62 شکل

 

1Tاگر نسرت کرنش پلاستيک مستقل از حرار  بالد، مدل کم کلي اصالاح لاده باا فارض       

پلاستيک با افازايش درجاه حارار  در نسارت      هايگيرد. افزايش در نسرت کرنش يم مورد استفاده قرار

1Tبا کاهش  مطابق لكل چپ، تنش ثابت   1بر اساس متادلهT   دهاد. همچناين    مي رخ

 بق لكل راسات، مطا پلاستيک با افزايش درجه حرار  در نسرت تنش ثابت هايکاهش در نسرت کرنش

1Tبا    لود. مي مدلسازي 
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 سطح تسلیم -31-1-1-3

مورد را ح تسليم خاکها وحرار  بر سط ا اثر( 2115) اجلنا بو( و ا2113) چكراواك (،1995) تاناکا

روسكو و از قانون جريان، . با فرض ايده حفظ انرژي در زمان تسليم و با انتگرال گيري قرار دادندبررسي 

 :ارائه نمودند براي تتيين سطح تسليم( رابطه زير را 1968همكاران )

0
0

c

p

p

dp d

p

 

 






 

   (11-54) 

، رابطاه  (53-11رابطه )قانون جريان مدل مطابق جايگذاري (، با 2119در مدل حميدي و خزاعي )

 :آيد مي زير براي سطح تسليم مدل به دست
0.5

2 1

1
2 1

T

T
c

T

pp M
q

p







 
        

  

 (11-55) 

توان براي تتيين کرنشاهاي پلاساتيک    مي فوقرابطه با توجه به قانون جريان همراه در اين مدل، از 

1Tلرايط  در. استفاده نمودها  درجه حرار  يدر تمام  ، اصالاح  کم کلاي  سطح تسليم مشابه مدل

با  خط حالت بحرانير ميانگين در نقطه تقاطع تنش موث ،(55-11. با استفاده از رابطه )بودلده خواهد 

 ، محاسره خواهد لد:cspسطح تسليم، 

 1 22
T

T
cs c Tp p



   (11-56) 

( براي ارضا لدن لرايط صفر لدن کرنش حجمي پلاستيک 43-11( و )39-11استفاده از روابط )

0eدر حالت زهكشي نشده، يتني  p

v vd d  لود: مي ، منجر به رابطه زير 

 
1 1

2 2

T

T A Tn e
c

c

p p

p p



     
  

  
 (11-57) 

، بار  مشاابه مادل کام کلاي     پارامتر لود.  مي به هر دو گام مختلف محاسرا  مربوط 2و  1انديس 

 لود: مي تتريف (58-11اساس متادله )

 
T

T A Tn e



 
 

  
 (11-58) 

 بنابراين: و

1 1

2 2

c

c

p p

p p



  
  

  
 (11-59) 
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( را در خووف تريين رفتار ساه محاوري   2119( پيشريني مدل حميدي و خزاعي )24-11لكل )

       نمايد. داده هااي آزمايشاگاهي در ايان لاكل بار اسااس مطالتاا         مي زهكشي لده رس بانكوك ارائه

 ( انتخاب لده است.2115ابو النجا )
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کرنش محوری نمونه های -کرنش محوری و تغيير حجم-: پيش بينی مدل از رفتار تنش انحرافی(24-62 شکل

درجه سانتيگراد و فشار پيش تحکيمی  12عادی تحکيم یافته و پيش تحکيم یافته رس بانکوک در دمای 

300cp kPa   (2221)حميدی و خزاعی 

 

( آن بود کاه باا افازايش    2119نهادي حميدي و خزاعي )نكته مهم در خووف سطح تسليم مدل پيش

(، 2115براي رفاع ايان الاكال، حميادي و همكااران )     نمودند.  مي دما، سطوح تسليم با يكديگر تلاقي

 ( را به لكل زير در نظر گرفته اند:53-11قانون جريان متفاوتي از متادله )

 2 21

2 T

  


 

     (11-61) 
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 (54-11لوند. باا جايگاذاري ايان رابطاه در )     مي پارامترهاي ساختاري ناميده و  در اين رابطه، 

 توان نولت: مي
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

 (11-61) 

( باا مادل حميادي و خزاعاي     2115( مقايسه پيشريني هاي حميادي و همكااران )  25-11لكل )

خووف تريين رفتار سه محوري زهكشي لده رس بانكوك بواور  منحناي هااي تانش     ( در 2119)

درجاه ساانتيگراد و نسارتهاي     71کرنش محاوري در دمااي   -کرنش محوري و کرنش حجمي-انحرافي

نمايد. بر اساس اين لكل، بهراود کيفاي و کماي مادل در پيشاريني       مي مختلف پيش تحكيمي را ارائه

( اقترااس  2115يه داده هاي آزمايشگاهي از نتايج مطالتا  ابو النجاا ) رسد. کل مي رفتاري خاك بديهي

 لده است.
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b)

 
( 2221( با نتایج مدل حميدی و خزاعی )2262: مقایسه پيش بينی های مدل حميدی و همکاران )(22-62 شکل

ش کرنش محوری نمونه های عادی تحکيم یافته و پي-کرنش محوری و تغيير حجم-از رفتار تنش انحرافی

300cpدرجه سانتيگراد و فشار پيش تحکيمی  12تحکيم یافته رس بانکوک در دمای  kPa   

 (2262)حميدی و خزاعی 
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 خاکهای غیر اشباع ترمومکانیکی رفتار  -31-1-1

. باه علات وجاود    تشكيل لده استسه فاز ذرا  جامد، فاز مايع و فاز گاز )هوا(  ازخاك غير الراع 

رخ خواهاد داد و در    1مكاش  منفاي ياا  اي  فشار آب حفرهبارگذاري  حين ،ا در بين خلل و فرج خاكهو

بخش همانطور که در در ضمن گردد.  مي اين موضوع تغييراتي در روابط تنش موثر خاك ايجادي  نتيجه

نش موثر براساس ت ،مدلسازي رفتار ترمومكانيكي خاك رس الراعارائه لده براي روابط  قرل گفته لد،

توان با محاسره تنش ماوثر در حالات غيار الاراع و جايگاذاري آن در       مي د. در نتيجهنبال مي ميانگين

ايان روش مدلساازي،    ، مدل رفتاري ترمومكانيكي را براي خاك رس غير الراع اصلاح نمود.قرليروابط 

وثر در خاك غير تنش م( 1954) 2بيشاپ رابطه براساس( انجام گرفت. 2115توسط تورچي و حميدي )

 :از قرار زير استالراع 

( )B a a wp p u X u u p Xs       (11-62) 

در رابطه فوق 
Bp  ،تنش ميانگين موثر بيشاپp  ، تنش ميانگين کلua    ،فشار هاواي حفاراه ايuw  

ايجاد مكش  sانگين موثر خاك خشک و تنش مي pتابتي از درجه الراع خاك،  Xفشار آب حفره اي، 

 د:بال مي محاسره قابل ( به صور  زير1998) 3بر اساس رابطه خليلي و خراز X  بالد. مي خاكلده در 

   

 

   

1                      

e e

e

s T s s s
X

s s

    


 (11-63) 

که در آن 
eS در درجه حرار   5نقطه ورود هوايا  4فشار حرابيT  0.5و بالد. مي 

 مبانی مدل رفتاری ترمومکانیکی حالت غیراشباع -31-1-1-3

حميادي و   ترمومكانيكي خاك الاراع کاه توساط   تتريف ساده تنش بيشاپ در مدل با وارد نمودن 

ولاي   گرفته لاد. ( پيشنهاد لده است، تغييرا  حجم ايجاد لده توسط مكش در نظر 2115همكاران )

ندالتند. به وياژه، وابساتگي   مناسري به دست آمده متمولا با نتايج آزمايشگاهي تطابق پيش بيني هاي 

لاد. همچناين، تانش تساليم هماه جانراه باا         نمي تراکم پذيري خاك به مكش به طور مناسري ايجاد

و همكااران   6ناد مغااير باا نتاايج آزمايشاگاهي فردلا     موضاوع  که اين کرد مي افزايش مكش کاهش پيدا

تغيير برخي ديگر از ويژگيهاي مدل اولياه  ( نشان دادند که 2115تورچي و حميدي ). بالد مي (1978)

باه نحاو   رفتار آزمايشگاهي لود  مي سربو  لدهضتف  و جرران نقاطها  پيشرينيبهرود مناسب موجب 

 .گرددبازسازي  مناسري

                                                            
1 Suction  
2 Bishop  
3 Khalili and Khabbaz  
4 Bubbling pressure  
5 Air entry value  
6 Fredlund  
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 اصلاح سخت شوندگی برای مکش -31-1-1-9

در خاکهااي غيار   تانش  مساتقل  في مكش به عنوان پارامتر متر با (1977) 1ند و مورگنسترنفردلا

 :کردندبه صور  زير تتريف را نمو کرنش حجمي پلاستيک الراع، 

 1 cTp

v

L cT

d p Xs
d

H p Xs






 (11-64) 

که در آن 
cTp   فشار پيش تحكيمي در درجه حرارT  و

LH  بالد. با اين  مي سخت لوندگيمدول

کارنش هااي    ونشاده   لحااظ در ايان رابطاه   بطور مناسري وابستگي تراکم پذيري خاك به مكش ، حال

کنناد.   ماي  لوند، نتايج آزمايشگاهي را دست باالا بارآورد   مي حاصل فوقحجمي پلاستيک که از رابطه 

و مناسب تاري در  به نحاثرا  مكش داده لد تا رابطه تغيير اين در  سخت لوندگيمدول  بدين ترتيب

 گردد.لحاظ ويژگيهاي تراکم پذيري خاك 

 1s L L wsH H s H H   (11-65) 

( 26-11بالاد. . لاكل )   ماي  پاارامتر مادل   و  sسخت لوندگي در مكاش   sHدر اين رابطه 

 نمايد. مي با مكش و درجه حرار  را ارائه sHلوندگي تغييرا  مدول سخت 

 

 
  2262: تغييرات مدول سخت شوندگی با مکش و درجه حرارت در مدل تورچی و حميدی (21-62شکل

 اقتباس شده است( 2221 2)داده های آزمایشگاهی از یوچایپيچات و خليلی

 

                                                            
1 Morgenstern  
2 Uchaipichat and Khalili  
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 مکشاصلاح تابع تسلیم برای  -31-1-1-1
با تتريف فشار پيش تحكيمي خاك غير الراع، امكان تتريف سطح تسليم در دماهاي باالاتر امكاان   

 پذير خواهد بود.

( )cT us cTp p s   (11-66) 

در اين رابطه،  cT us
p  فشار پيش تحكيمي خاك غير الراع در دمايT  و    پارامتر مادل اسات

 آيد. مي بدستگردد. بدين ترتيب رابطه زير براي سطح تسليم  مي کاليرراسيون محاسره باکه 

 

12
2

(u )( 1)
1

2 1

cT s

T T

p sq
f

p s p s

 




 

                      

 (11-67) 

در اين رابطه، 
 T

  ليب خط حال بحراني در دمايT  و   پارامتر مدل رفتاري است. همانطادر
(، وابستگي ليب خط حالت بحراناي باه درجاه    2115لود، در مدل تورچي و حميدي ) مي که مشاهده

حرار  محيط نيز در نظر گرفته لده است. ايشان رابطه زير را براي تتيين لايب خاط حالات بحراناي     
 پيشنهاد دادند: Tخاك غير الراع در دماي 

 
 1 11 ln ( 1)

1

x y

Ts A
A

e

XsTM M Ln
T s


           

   
 (11-68)  

 

در اين رابطه، 
Ts    ليب خط بحراني خاك غير الاراع در دماايT ،AM     ايان لايب در دمااي

ثابتي است که در صور  کاهش ليب خط بحراني با دماا مقادار صافر و در صاور  افازايش       xمحيط، 
ثابت ديگري باا مقاادير    yثابت مدل رفتاري و  کند،  مي را اختيار ليب خط بحراني با دما مقدار يک

يابد. اما پس  مي صفر يا يک است. متمولا با ازدياد مكش در خاك غير الراع، ليب خط بحراني افزايش

خواهاد يافات. بناابراين در مقاادير     (، ليب اين خط با ازدياد مكش، کااهش  crsاز يک مكش بحراني )

مقادار صافر را اختياار خواهاد کارد.       crs ،yو براي مكش بزرگتر از   مقدار يک، crs ،yمكش کمتر از 
 نمايد. مي ( تغييرا  سطح تسليم مدل پيشنهادي را با مكش و درجه حرار  ارائه27-11لكل )
 
 

 
 2262: تغييرات تابع تسليم با مکش و درجه حرارت در مدل تورچی و حميدی (21-62 شکل
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( پيش بيني هاي مدل از رفتار مكانيكي رس غير الراع، تحت آزمايش ساه محاوري   28-11) لكل

دهاد. کلياه    ماي  کيلوپاساكال و درجاه حارار  هااي متفااو  را نشاان       111زهكشي لده در مكاش  

 ( اقتراس گرديده است.2119از نتايج يوچايپيچا  و خليلي )منحنيهاي آزمايشگاهي موجود 

 
کرنش محوری -کرنش محوری )در سمت چپ( و منحنيهای کرنش حجمی-منحنيهای تنش انحرافی: (21-62 شکل

کيلوپاسکال و مقادیر مختلف درجه حرارت بر اساس مدل رفتاری پيشنهادی  622)در سمت راست( برای مکش 

 اقتباس شده است( 2221 6یوچایپيچات و خليلی)داده های آزمایشگاهی از  (2262حميدی و تورچی )

) 60˚C C     ،   b) 40˚C  ،a) 25˚C 

 

                                                            
1 Uchaipichat and Khalili  
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 تمرینات فصل دهم

با استفاده از مفاهيم ارائه لده در ايان فوال، در خواوف امكاان مدلساازي رفتاار مكاانيكي         -1

 خاکهاي داراي ساختار در دماهاي بالا تحقيق نماييد. 

رائه لده براي تريين رفتار مكانيكي خاك غير الراع در دماهاي بالا را با اساتفاده از  متادلا  ا -2

 در فضاي تراکم بدست آوريد. nclتغييرا  خط تحكيم ايزوتروپ 

بر اساس تمرينا  اول و دوم، چارچوبي براي تريين رفتار مكانيكي خاکهاي رساي غيار الاراع     -3

 .داراي ساختار، در دماهاي بالا ارائه کنيد

مسلح باا ترکياب   اي  بررسي نماييد که چه چارچوبي براي تريين رفتار مكانيكي خاکهاي ماسه -4

 بالد.   مي سيمان و الياف مناسب
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