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مقدمه 
هر مسأله نيازمند تصميم گيري  را مي توان به عنوان يكي از انواع مسأله هاي تحقيق در عمليات مطرح 

كرد. امروزه روش هاي متعددي براي تصميم گيري وجود دارد، ولي از آنجاييكه تصميم گيري سريع و صحيح 
مي تواند مديران را در اتخاذ راهكار هايي مناسب براي حل مشكلاتشان ياري نمايد، شاخه هاي گوناگوني در 

تحقيق در عمليات به وجود آمده است، كه مي توان از آن جمله به برنامه ريزي خطي با متغير هاي گسسته (با 
 نام هاي متداول برنامه ريزي شمار يا برنامه ريزي با اعداد صحيح)، برنامه ريزي پويا و نظريه صف اشاره كرد.

در اين جزوه ابتدا برخي از مفاهيم پايه را مرور مي كنيم. سپس به روش هاي فرموله كردن مسأله هاي 
برنامه ريزي با اعداد صحيح و روش هاي كلاسيك حل آن و در ادامه به روش برنامه ريزي پويا در حل 

 مسأله هاي برنامه ريزي مي پردازيم و در نهايت نظريه صف ارائه مي گردد.
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 تشكر و قدرداني
از زحمات فراوان سركار خانم مهندس سلاله نقاش زاده يزدي كه مسئوليت آماده سازي رايانه اي متن 

اوليه را به عهده گرفتند، آقاي مهندس عمار كلانكي كه بهبود هاي فراواني را پيشنهاد و پياده كردند و ساير 
 دانشجوياني كه پيشنهادات مفيدي را ارائه نموده اند، بدينوسيله قدرداني مي گردد.

 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



 

 

 فهرست
  ........................................................................................... ت مقدمه

  .......................................................................... ث قدرداني و تشكر

 5 ......................................................................................... فهرست
 9 ....................................................... پايه مفاهيم مرور - اول فصل

 9 ................................................................................................... بهينه جواب انواع -1-1
 9 ..................................................................................................... محدب مجموعه- 1-2
 10 .................................................................................... مقعر تابع و محدب تابع- 1-3
 11 ...................................................................................................... محدب مسأله- 1-4
 11 ............................................................................ شده نظر تجديد سيمپلكس- 1-5

 12 .......................................... نظرشده تجديد سيمپلكس روش گام هاي- 1-5-1

 19 .................................................... شمار برنامه ريزي - دوم فصل

 19 ................................................................................................................... مقدمه- 2-1
 19 ........................................................................ صحيح متغير هاي با مدل هايي- 2-2

 19 ...................................................................... سرمايه بودجه بندي مسأله- 2-2-1
 21 ...................................................................................... كولهپشتي مساله- 2-2-2
 22 ....................................................................... انبار  ها محل تعيين مسأله- 2-2-3
 23 ....................................................................................... زمان بندي مسأله- 2-2-4
 24 ......................................................................................... تخصيص مسأله- 2-2-5
 25 ........................................................... سيار يا دوره گرد فروشنده مسأله- 2-2-6

 28 مدلسازي مسأله يك در نياز مورد محدوديت هاي برخي كردن فرموله- 2-3
 28 ............................................................................... پيش نيازي پروژه هاي- 2-3-1
 28 .................................................................................... ناسازگار پروژه هاي- 2-3-2
 28 ........................................................................... محدوديت امكان پذيري- 2-3-3
 29 ......................................................................... جايگزين محدوديت هاي- 2-3-4
 29 ............................................................................. شرطي محدوديت هاي- 2-3-5
 31 ......................................................................................... ثابت هزينه هاي- 2-3-6
 32 ..............................................................................مقياس به صرفه جويي- 2-3-7
 33 ............................................... خطي پاره خطي غير متغيره يك توابع- 2-3-8
 37 .....................................................................مقياس به صرفه جويي عدم- 2-3-9

www.ieun.ir Www.iepnu.com



6 
 

 

 38 ............................................................... غيرخطي مدل خطي تقريب- 2-3-10
 39 ....................................... صحيح متغيرهاي داراي مدلهاي حل روش هاي- 2-4

 39 ....................................... تخصيص مسأله حل براي مجارستاني روش- 2-4-1
 44 .................................................................................. كرانه و شاخه روش- 2-4-2
 52 ............................................................................................. برش صفحات- 2-4-3

 52 ............................................................. گموري كسري برش روش- 2-4-3-1
 54 ...................................................... همزاد صحيح تمام برش روش- 2-4-3-2
 55 ........................................................ اوليه صحيح تمام برش روش- 2-4-3-3
 57 ................................................................. مختلط مسأله هاي برش- 2-4-3-4

 59 .......................................................................................... شمارشي روش- 2-4-4
 59 .............................................................................. لغتنامه اي ترتيب- 2-4-4-1
 60 ........................................................................ كامل شمارش روش- 2-4-4-2
 60 ..................................................... ضمني يا جزيي شمارش روش- 2-4-4-3

 73 .................................................... پويا برنامه ريزي - سوم فصل

 73 ................................................................................................................... مقدمه- 3-1
 73 ........................................................................................................ بهينگي اصل- 3-2
 73 ................................................................... پويا برنامه ريزي اصلي ويژگي هاي- 3-3
 74 ........................................................ حالت و مرحله و پيشرو و پسرو حركت- 3-4
 78 .................................................................. پسرو حركت براي بازگشتي رابطه- 3-5
 80 ................................................................ پيشرو حركت براي بازگشتي رابطه- 3-6
 82 ................................................................................. حركت نوع دو با مثال دو- 3-7
 91 .................................................................................................................... تنزيل- 3-8
 92 ................................................................................................................. شبكه ها- 3-9

 93 .............................................................................. حلقه بدون شبكه هاي- 3-9-1
 93 ............................................................................. حلقه داراي شبكه هاي- 3-9-2

 99 ......................................................................................... احتمالي مسأله هاي- 3-10
 102 ............................................................................................................. مسائل- 3-11

 106 ......................................................... صف نظريه - چهارم فصل

 106 ................................................................................................................ مقدمه- 4-1
 106 ......................................................................................... صف مسأله توصيف- 4-2
 107 ....................................................................... صف سيستم واقعي چندمثال- 4-3
 108 ........................................................................................ صف سيستم صفات- 4-4

www.ieun.ir Www.iepnu.com



7 
 

 

 108 ...................................................................................... ورودي ها الگوي- 4-4-1
 109 ....................................................................... دهندگان خدمت الگوي- 4-4-2
 109 ..................................................................................................صف نظم- 4-4-3
 110 ...................................................................................... سيستم ظرفيت- 4-4-4
 110 ............................................................... خدمت  دهي مسير هاي تعداد- 4-4-5
 110 .................................................................. كار انجام مرحله هاي تعداد- 4-4-6

 111 .......................................................... استفاده مورد علامت هاي و تعريف ها- 4-5
 111 .................................................................................. نمايي توزيع نقش- 4-5-1
 112 .................. آن ها روابط و خواص و نمايي،پواسون توزيع هاي مرور- 4-5-2
 114 ........... صف سيستم هاي تحليل و تجزيه در فرض ها پيش برخي- 4-5-3
 114 ............................................................................ قراردادي علامتهاي- 4-5-4

 Little ....................................................................................................... 116 روابط- 4-6
 117 ................................................................................................................ فرآيند- 4-7

 117 ....................................................................................... ماركوف فرآيند- 4-7-1
 117 ..................................................................................... مير و زاد فرآيند- 4-7-2
 120 ................... تعادل معادلات آوردن دست به براي ديگر روش يك- 4-7-3

 122 ...................................................................................................... مدل ها انواع- 4-8
 M/M/1 ............................................................................................ 122 مدل- 4-8-1

 126 ............................................................ كل احتمال) قانون (اصل- 4-8-1-1
 M/M/1 ............... 126 سيستم در مشتري يك انتظار زمان توزيع- 4-8-1-1

 M/M/S ............................................................................................ 127 مدل- 4-8-2
 M/M/S .. 131 مدل در انتظار خط در مشتري انتظار زمان توزيع- 4-8-2-1
 M/M/S/k ............................................................................... 132 مدل- 4-8-2-2
=ρ با M/M/1/k مدل- 4-8-2-3 1 .................................................................. 134 
 M/M/S/S ............................................................................... 134 مدل- 4-8-2-4
 M .......................... 134 جامعه افراد تعداد با M/M/S صف سيستم- 4-8-2-5

 M/M/∞ ........................................................................................... 135 مدل- 4-8-3
 137 .............................................................................................. شكيبا نا مشتري- 4-9
 138 ............................................................................................................. اولويت- 4-10

 M/M/1............................................. 138 مدل در انقطاع حق با اولويت- 4-10-1
 M/M/1........... 139 مدل و M/M/S مدل در انقطاع حق بدون اولويت- 4-10-2

 141 ................................................................ صف درسيستم هاي بهينهسازي- 4-11

www.ieun.ir Www.iepnu.com



8 
 

 

 143 ................................................................................. خطي هزينه تابع- 4-11-1
 145 .......................................................................... پيوسته سرويس نرخ- 4-11-2
 147 ..........................................................................گسسته سرويس نرخ- 4-11-3

 149 ............................................................................................................. مسائل- 4-12

 164 ......................................................................................... منابع

 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



9 
 

 

 فصل اول - مرور مفاهيم پايه
 
انواع جواب بهينه  -1-1

• Uجواب بهينه محليU:0Fنقطه xرا يك جواب بهينه محلي يك مسأله بهينه سازي ناميم؛ اگر x يك 
، جوابي xنقطه قابل قبول باشد (در تمام محدوديت هاي مسأله صدق كند) و در يك همسايگي

 وجود نداشته باشد. xبهتر از
• U:جواب بهينه محلي اكيدU1F

نقطه x را يك جواب بهينه محلي اكيد يك مسأله بهينه سازي ناميم؛ 
 تنها جواب بهينه x يك نقطه قابل قبول (شدني) باشد و در يك همسايگي آن، نقطهxاگر

 يگانه جواب بهينه محلي باشد. xباشد يا به عبارت ديگر
• U:جواب بهينه جهاني، سراسري، يا عموميU2F

نقطه x را يك جواب بهينه جهاني يك مسأله 
 يك نقطه شدني باشد و در فضاي قابل قبول آن مسأله، جوابي بهتر xبهينه سازي ناميم؛ اگر

 وجود نداشته باشد. xاز
• U:جواب بهينه جهاني اكيدU3F


 را يك جواب بهينه جهاني اكيد يك مسأله بهينه سازي ناميم؛ xنقطه 

 تنها جواب x يك نقطه قابل قبول (شدني) باشد و در فضاي قابل قبول آن مسأله، نقطهxاگر
  يگانه جواب بهينه جهاني باشد.xبهينه باشد. به عبارت ديگر بايد

 
- مجموعه محدب 1-2

U:تعريف هندسيU مجموعه اي محدب است كه اگر هر دو نقطه از آن را به هم وصل كنيم تمام نقاط 
پاره خط حاصل متعلق به آن مجموعه باشد. 

U:تعريف جبريUS  :يك مجموعه محدب است اگر
 

( , , : 0 1) (1 )x x S x x x Sα α α α′ ′′ ′ ′′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒ + − = ∈ 
 

به عنوان مثال از دو مجموعه زير مجموعه سمت چپ يك مجموعه محدب و ديگري يك مجموعه غير 
محدب مي باشد. 

 

                                                
˺ Local Optimum Solution 
˻ Strict Local Optimum Solution 
˼ Global Optimum Solution 
˽ Strict Global Optimum Solution 
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1 اگر نكته: 2, ,... , ms s s1 مجموعه هاي محدب باشند، اشتراك همه آنها( ... )mS s s=   نيز يك 
مجموعه محدب خواهد بود. 

 
- تابع محدب و تابع مقعر 1-3

U:تعريف تابع محدبUتابع محدب همواره برروي يك مجموعه محدب تعريف مي شود. بنابراين تابع f بر 
 را در نظر بگيريم S متعلق به′′x و′x يك تابع محدب است؛ اگر هر دو نقطه دلخواهSروي مجموعه محدب

داشته باشيم: 
 

( )

( , , : 0 1 )

( 1 ) ( ) (1 ) ( )

x x S

f x x f x f x

α α
α α α α

′ ′′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒
′ ′′ ′ ′′+ − ≤ + − 

 
تركيب خطي فوق يك تركيب محدب ناميده مي شود. مفهوم رابطه فوق اين است كه اگر دو نقطه دلخواه 

بر روي آن تابع را با يك پاره  خط به هم وصل كنيم، تمام نقاط پاره خط بايد روي منحني يا بالاي منحني 
آن تابع قرار بگيرد.  

Uتعريف تابع مقعرU: تابع مقعر تابعي است كه منفي آن محدب باشد، يا به عبارت ديگر تابعh مقعر است؛ 
اگر براي هر دو نقطه دلخواه مربوط به مجموعه محدب مورد نظر داشته  باشيم: 

1 2

1 2 1 2( )

( , , : 0 1 )

( 1 ) ( ) (1 ) ( )

x x S

h x x h x h x

α α
α α α α
′∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ⇒
+ − ≥ + − 

 
 محدب باشد. −f مقعر است اگر و تنها اگرf تابع:1نكته 
) تابع خطي هم محدب است و هم مقعر، زيرا طبق تعريف اگر:2نكته  )t x :خطي باشد داريم 

1 2 1 2( )

: 0 1

( 1 ) ( ) (1 ) ( )t x x t x t x

α α
α α α α

∀ ≤ ≤ ⇒
+ − = + − 

 
0a باشد، آنگاه براي هرS يك تابع محدب بر روي مجموعه محدبf اگر:3 نكته ≥،a f نيز يك تابع 

)2محدب است. براي مثال چون )f x x=،2 يك تابع محدب است( ) 5g x x= .نيز يك تابع محدب است 
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- مسأله محدب 1-4
 يك مجموعه محدب باشد، مسأله بهينه سازي زير يك مسأله محدب S يك تابع محدب وfهنگاميكه

ناميده مي شود: 
 

{ }( )

min ( )

s.t . 0, , 1, ,i i

f x

x S x x g x b i m∈ = ≥ ≤ = 
 

 اگر بدانيم يك مسأله محدب است، هر جواب بهينه محلي آن يك جواب بهينه جهاني نيز :1 نكته
مي باشد. اين خاصيت در مسأله هاي غيرخطي بسيار مهم است.  

 اگر يك تابع مقعر را روي يك مجموعه محدب حداكثر كنيم، آن مسأله نيز يك مسأله محدب :2 نكته
است.  

 هر تابع هدف خطي كه بر روي يك مجموعه محدب تعريف شده باشد، يك مسأله محدب است :3 نكته
لذا هر جواب محلي يك جواب عمومي  نيز مي باشد. 

 
تمرين: 

 دو تابع محدب باشند، آنگاه مجموع آنها نيز يك تابع محدب است. 2f و 1f- ثابت كنيد كه اگر 1
- ثابت كنيد كه مسأله زير يك مسأله محدب است. 2

 
min

s.t.

0

z cx

A x b

A x b

A x b

x

=
′ ′≤ ′′ ′′= ′′′ ′′′≥ ≥

 

- سيمپلكس تجديد نظر شده 1-5
يكي از روش هاي كارا براي حل مسأله هاي برنامه ريزي خطي روش سيمپلكس تجديد نظر شده  است. اين 

روش با استفاده از كليه اصول و گام هاي سيمپلكس، بدون انجام عمليات زائد مسأله را حل مي كند. 

حدم
 

نه محدب و 
  

 قعرم
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[ ]
[ ]

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

1 2

max

s.t.
0

[ , , , ]

[ , , , ]

, , ,

T
n

n

n

n
n

m m mn

T

m

z cx

Ax b

x

x x x x

c c c c

a a a

a a a
A a a a

a a a

b b b b

=
≤ ≥

=
=
   ==   

=










   





 

 
در صورت اضافه شدن متغير هاي كمكي، مسأله به صورت زير در مي آيد: 

 

[ ]1 2

max

s.t.
0

1 0 0

0 1 0
, ,...,

0 0 1

T

m

z cx

Ax Is b

x

I s s s s

=
+ = ≥

   ==   





   



 

 
مي دانيم كه در روش سيمپلكس تعداد متغير هاي اساسي مساوي با تعداد محدوديت هاي مستقل 

]مي باشد. ماتريس ]AIكه از ضرايب كليه متغير ها در محدوديت ها تشكيل شده، ماتريسي ( )m m n+ .است 
اين ماتريس به دو ماتريس ضرايب متغير هاي اساسي و غير اساسي قابل تقسيم است. ماتريس ضرايب 

 نمايش داده مي شود. به همين ترتيب تمام N و ماتريس متغير هاي غير اساسي باBمتغير هاي اساسي با
)متغير هاي مسأله نيز به دو گروه متغير هاي اساسي )BXومتغير هاي غيراساسي ( )NX  .قابل تقسيم است 

 
- گام هاي روش سيمپلكس تجديد نظرشده 1-5-1

 تعيين وجود شرط بهينگي: :1گام 
1در هر تكرار ضرايب متغير هاي غيراساسي در تابع هدف را با استفاده از روابط

BY C B−= و 
C C YA= −  پيدا كنيد. اگر اين مقادير همگي غير منفي باشند، به جواب بهينه رسيد ه ايد و +

جواب بهينه با استفاده از روابط زير محاسبه مي شود: 
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bB

YbbBCz B

1
B

1

X −
−

=
== 

 
در غير اين صورت متغيري را كه داراي كوچكترين ضريب منفي  است انتخاب كنيد. اين متغير 

متغير ورودي به پايه است. 
 

 تعيين متغير خروجي: :2گام 
انتخاب متغير خروجي مستلزم در اختيار داشتن ضرايب متغير ورودي در محدوديت ها است. در 

 نشان داده  شده و به وسيله رابطه زير ja ورودي باشد ضرايب فعلي آن را باjxصورتي كه متغير
محاسبه مي شود: 

jj aBa 1−= 
مقدار متغير هاي اساسي فعلي (اعداد سمت راست محدوديت ها) را از رابطه زير براي ضرايب مثبت 

ستون لولا به دست مي آوريم.  
 

1

min 0 , 1,....,

B

k i
ij

i
kj ij

X B b b

b b
a i m

a a

−= =
  = > =   

 

 
 kja ام سطر لولا خواهد بود كه متغير پايه آن از پايه خارج مي گردد. همچنين kآنگاه محدوديت

عنصر چرخش لولايي (عدد لولا) مي باشد. 
 

 جديد: −1B تعيين:3گام 
 جديد را از رابطه زير به دست آوريد و به گام اول B−1متغير هاي اساسي جديد را معين كرده و

بازگرديد.  
 

1 1
NEW OLDB UB− −= 

 
ام آن بردار زير k را انتخاب و به جاي ستونI يك ماتريس هماني (واحد)Uبراي به دست آوردن

را جايگزين مي نماييم. 
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−
−
−
−
−

=
+

−

jm

jk

jk

j

j

kj

a

a

a

a

a

a

,

,1

,1

2

1

1

1





µ 

جدول اوليه: 

 
 

k,0,1,2 بار تكرار عمليات چرخش لولاييkبعد از =  :داريم 
 

 
 مثال:

[ ]

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

max 60 30 20

8 6 48

4 2 1.5 20
. .

2 1.5 0.5 8

0, 1,2,3

48 8 6 1

20 4 2 1.5 60 30 20

8 2 1.5 .5

, , 0, 0

( 60, 30, 20)

j

B B

z x x x

x x x

x x x
s t

x x x

x j

b A c

B I B X S C Y

C

−

= + +
+ + ≤ + + ≤ + + ≤ ≥ =

      = = =         
= = = = =
= − − −

 

مقدا پايه
 X S ر

Z 0 c− 0 

S b A I 

مقدا پايه
 X S ر

Z bBCB
1− c yA− + y 

BX bB 1− 1B A− 1B− 
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: 2و1گام هاي 

 
1خروجي 3

48 20 8
min , , 4

8 4 2
x s

 → = →   ورودي به پايه 
 

بنابراين عنصر چرخش لولايي عبارتست از: 
 

31 2a = 
 

( )TB xssX 121= 
 

1 1
New OldB UB UI U− −= = = 

 
1 0 0 1 0 4

0 1 0 0 1 2

0 0 1 10 0 2

I U

 −      = → = −        
 

 
1 2 1 1 2 1

3 2 3

( , , ) 0 0 0

? ? ?
BX s s x y y c

y c c

= → = = =
= = = 

 

[ ]
1 1

3 03

3

( )

4

0 0 60 2 30

0.5

B BY C B y c B

y

− −= ⇒ =
−  ⇒ = − =   

 

[ ]

[ ]

2 2 02

3 3 .3

6

30 0 0 30 2 15

1.5

1

20 0 0 30 1.5 5 0

0.5

C C yA

c c yA

c c yA

= − + →
= − +

  = − + =   
= − +

  = − + = − ≤   
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 ورودي به پايه مي باشد. خروجي را نيز 3x منفي مي باشد، پس جدول بهينه نمي باشد و 3xچون ضريب

با تست نسبت مشخص مي كنيم: 
 

1 0 4 1 1
1 0 1 2 1.5 0.5

.3 .3
0 0 0.5 0.5 .25

B A A

− −          − = = − =               
 

[ ] 48
1 0 1 2 20 4, 432

8

b B b b b

  −= ⇒ = − = =   
 

 
3x2 ورودي به پايه وsخروجي { }4 4min , 80.5 0.25 = → 

 
و عنصر چرخش لولايي عبارتست از: 

 

( )23

1 3 1

0.5

, ,B

a

X s x x

=
= 

 
 مي كنيم: I را جايگزين ستون دومµبردار 

 
1 2 0

0 2 0

10 12

U

   =  −  
 

 

1

1 2 0 1 0 4 1 2 8

0 2 0 0 1 2 0 2 4

1 1 310 1 0 0 02 2 2 2

B−
    − −         = − = −    − −         

 

 
1 2 3

1 2 3

0      ?      0

0    ?     ?

c c c

y y y

= = =
= = = 
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( )
[ ]

( )
[ ]

[ ]

1 1
2 .2

2

1
3 .3

3

2 2 02

2

0 20 60 2 10

0.5

8

0 20 60 4 10

1.5

6

30 0 10 10 2 5

1.5

B B

B

Y C B y C B

y

y C B

y

C C YA

c c YA

− −

−

= ⇒ = ⇒
  ==   − 

= ⇒
−  = − =   

= − + ⇒
  = − + = − + =   

 

 
چون تمام متغير هاي غيرپايه مثبت شدند، اين جواب بهينه مي باشد: 

 

( )











=




















− −

−
==

=









==

−

2

8

24

8

20

48

2
3

2
10

420

821

280

8

20

48

10100

1*

*

bBX

Ybz

B

 

 
جدول بهينه مثال فوق به شكل زير مي باشد. 

 

 
 

با دامنه تغيرات پارامترهاي: 
 

 1x 2x 3x 1s 2s 3s مقدار پايه
z 280 0 5 0 0 10 10 
1s 24 0 2− 0 1 2 8− 
3x 8 0 2− 1 0 2 4− 
1x 2 1 1.25 0 0 0.5− 1.5 
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103/20,2416,24

5.2215,35,8056

321

321

≤≤≤≤≤
≤≤≤≤≤

bbb

ccc 

 
تمرين: 

مسئله زير را با روش سيمپلكس تجديد نظر شده حل كنيد: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 3 2 4

2 8 6 10

s.t. 6 5 8 15

0, 1,2,3i

Z x x x

x x x

x x x

x i

= + +
+ + ≤ + + ≤ ≥ =

 

 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



19 
 

 

فصل دوم - برنامه ريزي شمار 
 

 - مقدمه2-1
 مورد بررسي قرار گرفتند، همگي پيوسته  1خطي كه در درس تحقيق در عمليات  مدل هاي برنامه ريزي

بودند؛ بدين معني كه متغير هاي تصميمگيري مي توانستند اعداد كسري به خود بگيرند. به عنوان مثال به 
 گالن از محصول قابل تقسيمي  مثل مايعات را توليد كرد. اما در مواقعي 75/102سادگي امكان دارد 

جواب هاي كسري واقع بينانه نيستند و بايد متغير هاي تصميم گيري عدد صحيح به خود بگيرند. 
به عنوان مثال مسأله زير را در نظر بگيريد: 

( )
( )
( )

1

1

max

1, ,

. . 0 1, ,

for allor someof 1, ,

n

j j
j

n

ij j i
j

j

j

z c x

a x b i m

s t x i m

x j n

=

=

=
 = = ≥ = ∈ =

∑
∑ 



Z

 

 
اين مسأله، برنامه ريزي (خطي) با متغير هاي مقدار صحيح (شمار يا گسسته) ناميده مي شود. اگر در 

همين مسأله برخي از متغير ها صحيح و برخي كسري باشند، برنامه ريزي (خطي) با اعداد مختلط ناميده 
مي شود. در اين قسمت با مدل سازي برنامه ريزي با اعداد صحيح و شيوه هاي اساسي حل مسأله هاي 

 برنامه ريزي با اعداد صحيح و مختلط  آشنا مي شويد.

 
- مدل هايي با متغير هاي صحيح 2-2

در هر زمينه  كاربردي، برنامه ريزي با اعداد صحيح مي تواند مطرح باشد. در شروع براي بيان اهميت اين 
مدل ها، در اينجا سه زمينه از برنامه ريزي با اعداد صحيح را كه نقش مهمي در پشتيباني تصميمات مديران 

ايفا مي كنند، معرفي مي كنيم. در هر حالت تنها مدل هاي پايه اي را ارائه  داده و توسعه هاي ممكن را پيشنهاد 
مي دهيم. 

 
4F- مسأله بودجه بندي سرمايه2-2-1

 

                                                
˾ Capital Budgeting 
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در يك مسأله بودجه بندي سرمايه، ما بايد از بين چند گزينه مطرح گزينه هاي بهينه را انتخاب كنيم. 
 را به 1 و 0 مي باشد. يعني متغير هاي تصميم، تنها مقادير 1 و 0مسأله مورد نظر، برنامه ريزي با اعداد صحيح 

 به معني انتخاب سرمايه گذاري است. 1 به معني عدم انتخاب سرمايه گذاري و 0خود مي گيرند كه مقدار 
اگر متغير ها و پارامتر ها را به اين صورت در نظر بگيريم: 

 
  jxمتغير تصميم گيري: 

 jc امين سرمايه گذاري: jسود حاصل از
 ija امين منبع: i امين سرمايه گذاري ازjميزان استفاده

 ام: iميزان موجود از منبع
ib 

 
اين مسأله به صورت زير فرموله مي شود: 

 

( )
( )

1

1

max

1, ,
s.t.

0,1 1, ,

n

j j
j

n

ij j i
j

j

z c x

a x b i m

x j n

=

=

=
 = = ==

∑
∑ 



 

 
با در نظر گرفتن ملاحظات منطقي، مدل بودجه بندي سرمايه مي تواند خيلي غني تر گردد. براي مثال 

فرض كنيد سرمايه گذاري روي يك خط توليد جديد منوط به سرمايه گذاري روي يك واحد توليدي قبلي 
ijاست. اين وابستگي به سادگي توسط محدوديت xx  ix=1 قابل فرموله كردن است. بدين معني كه اگر≤

 مي شود و اين بدين معني است كه jx=1(توليد محصول جديد) قبول شود، در اين صورت iباشد و پروژه
 بايستي انتخاب شود. مثال ديگر در نظر گرفتن پروژه هاي ناسازگار است. به عنوان نمونه، jپروژه

14321محدوديت ≤+++ xxxx .بيان مي كند كه حداكثر يكي از اين چهار پروژه مي تواند انجام شود 
ijهمچنين اگر بخواهيم دو پروژه هر دو انجام شود يا هيچ كدام انجام نگيرد محدوديت xx  را به مدل =

اضافه مي كنيم. 
)(بايد در نظر داشت كه در مدل هاي پيوسته، زمان حل تنها با  3mNرابطه مستقيم دارد كه m تعداد 

محدوديت ها مي باشد و با افزودن محدوديت ها زمان حل برنامه افزوده مي شود. اما در مدل هاي شمار هم 
تعداد محدوديت ها و هم تعداد متغير ها بر روي زمان حل مسأله تاثير گذارند.  

براي كاهش زمان حل مسأله، در برخي موارد مي توان از روش هاي ابتكاري در نحوه فرمولاسيون جهت 
 پروژه با هم و يا هيچ كدام باشد، به 5كاهش تعداد محدوديت ها استفاده كرد. مثلا اگر محدوديت ما انجام 

,,جاي اين كه محدوديت ها را دوتا دوتا به صورت  3221 xxxx  بنويسيم، مي توانيم اين چند ==
1محدوديت را يكباره و به صورت 2 3 4 54x x x x x+ + +  بنويسيم.  يا به عنوان مثالي ديگر اگر محدوديت =
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}ما امكان انتخاب از يكي از دو مجموعه }, ,r s tx x xو { }6 7 8 9 10, , , ,x x x x x باشد، مي توان از يكي از دو فرم 
زير استفاده كرد: 

 





≤+
≤++

≤++++
1

3

5

21

2

1109876

yy

yxxx

yxxxxx

tsr 

و يا: 

55

55

55

109876

109876

109876

≤+++++
≤+++++
≤+++++

t

s

r

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

 

 
كه در حالت دوم متغير جديدي به مسأله اضافه نشده است. 

 
 - مساله كوله پشتي2-2-2

ساده ترين مدل بودجه بندي سرمايه تنها يك محدوديت منبع دارد، كه در علم مديريت يكي از مدل هاي 
مهم به شمار مي رود و به صورت زير بيان مي شود: 

 

1

1

max

s.t.

0,1 ( 1, , )

n

j j
j

n

j j
j

j

c x

a x b

x j n

=

=
 ≤ = =

∑
∑



 

 
اين مسأله، مسأله كوله پشتي ناميده مي شود. زيرا شبيه به وضعيتي است كه يك كوهنورد بايد تصميم 

5F مطلوبيتjcبگيرد چه وسايلي را درسفرش به همراه داشته باشد. در اينجا

به همراه داشتن وسيله j است 
0jaكه وزن آن   b كيلوگرم است. هدف حداكثر كردن مطلوبيت است بدين شرط كه بار همراه از<

كيلوگرم تجاوز نكند.  
به دلايل زيادي مدل كوله پشتي از اهميت زيادي در برنامه ريزي خطي برخوردار است. روش هاي حل 

مدل كوله پشتي نقطه شروعي براي روش هاي حل برنامه هاي با اعداد صحيح در حالت كلي هستند. همچنين 
 مي توان نشان داد كه تعداد زيادي از برنامه هاي با اعداد صحيح با آن معادل هستند. 

 

                                                
˿ Utility 
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0,1jx اگر حمل بيش از يك واحد از هر وسيله مجاز باشد، به جاي محدوديت نكته:  از محدوديت "=
"0 ,j jx x≥ ∈Z" .استفاده مي كنيم  

 
- مسأله تعيين محل انبار  ها 2-2-3

در مدل سازي سيستم هاي توزيع بايد درباره ارزش معاوضه هاي بين هزينه هاي حمل و نقل و هزينه هاي 
عملياتي مراكز توزيع تصميم گرفت. 

 انبار از كدام يك براي برآوردن تقاضاي nبه  عنوان مثال فرض كنيد مديري بايد تصميم بگيرد از ميان 
m مشتري براي كالايي استفاده كند. تصميمات مورد نظر شامل انتخاب انبار و مقدار حمل كالا از هر انبار 

به هر مشتري است. 
براي اين مدل دو نوع محدوديت در نظر مي گيريم: 

  براي هر مشتري بايستي از انبار ها تامين شود.jdتقاضاي .1

 كالا از يك انبار تنها وقتي حمل مي شود كه انبار باز باشد. .2

تابع هدف مجموع هزينه هاي حمل و نقل و هزينه هاي انبارداري و هزينه هاي ثابت براي فعال كردن 
انبار هاست. 

اگر متغير ها و پارامتر ها را به اين صورت در نظر بگيريم: 
 

 باز باشد:  iاگر انبار
 باز نباشد:   iاگر انبار

1

0iy
=  

 ijx فرستاده مي شود: j به مشتريiمقدار كالايي كه از انبار
: iهزينه ثابت فعال كردن براي انبار

if 
 i به علاوه هزينه حمل  و نقل از انبارiهزينه عملياتي درانبار

 براي هر واحد از كالا: jبه مشتري
 

ijc 
 

با در نظر گرفتن اين موضوع كه تنها زماني از يك انبار كالا حمل مي شود كه آن انبار باز باشد و اينكه 
 كل كالاي حمل شده از مقدار كل تقاضا نمي تواند زيادتر باشد؛ اين مسأله به صورت زير فرموله مي شود:
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( )
( )
( )
( )

1 1 1

1

1 1

min

1, ,

( ) 0 1, ,s.t.

0 1, , , 1, ,

0,1 1, ,

n m n

ij ij i i
i j i

n

ij j
i

m m

ij i j
j j

ij

i

z c x f y

x d j m

x y d i n

x i n j m

y i n

= = =

=

==

= +
 == − ≤ = ≥ == ==

∑∑ ∑
∑
∑ ∑





 



 

 
 - مسأله زمان بندي2-2-4

6Fتمام مسأله هايي كه تحت عنوان توالي عمليات

7 و زمانبندي و مسيريابيF

 عنوان مي شوند ذاتاً برنامه هاي 
 با متغير هاي اعداد صحيح هستند.

به عنوان يك مثال خاص زمانبندي پرسنل پرواز خطوط هواپيمايي را در نظر بگيريد. يك شركت 
 عصر اصفهان - 1 صبح تهران - اصفهان و يا پرواز 7هواپيمايي چند قطعه مسير براي پرواز دارد. مثل پرواز 

مشهد. شركت بايد كادر خود رابراي مسير ها به نحوي تنطيم كند كه تمام پرواز ها انجام شوند.  
در اين مدل، متغير هاي تصميم گيري، زمانبندي و تخصيص كادر ها را به مسير ها مشخص مي كنند. اگر 

متغير ها و پارامتر ها را به اين صورت در نظر بگيريم: 
 

 تخصيص داده شود: jاگر كادري به مسير
 تخصيص داده نشود: jاگر كادري به مسير

1

0jx
 

 باشد: j در مسيرiاگر قطعه
 نباشد: j در مسيرiاگر قطعه

1

0ija
 

 j :jcهزينه تخصيص يك كادر به مسير
 

 معروف است به Uمدل تفكيك مجموعه هاUاين مسأله را مي توان به دو صورت فرموله كرد. صورت اول كه به 
صورت زير است: 

)مدل تفكيك مجموعه  ها)      ( )
( )

1

1

min

1 1, ,
s.t.

0,1 1, ,

n

j j
j

n

ij j
j

j

z c x

a x i m

x j n

=

=

=
 = = ==

∑
∑ 



 

                                                
̀ Sequencing 
́ Routing 
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 را در iدر مدل فوق محدوديت اول ايجاب مي كند كه يك كادر پرواز بايد به يك مسيري كه قطعه پرواز

بر دارد، تخصيص داده شود. صورت دوم از اين مسأله كه به مدل پوشش مجموعه ها معروف است، اجازه 
 به صورت زير Uمدل پوشش مجموعه هاUمي دهد كه كادر پرواز نيز مانند ساير مسافرين در هواپيما سوار شود. 

 است:

)مدل پوشش مجموعه  ها)      ( )
( )

1

1

min

1 1, ,
s.t.

0,1 1, ,

n

j j
j

n

ij j
j

j

z c x

a x i m

x j n

=

=

=
 ≥ = ==

∑
∑ 



 

 
=∑براي مثال اگر  =n

j
jij xa

1

 باشد در اين صورت دو كادر پرواز به عنوان مسافر پرواز مي كنند تا بين 3

ساير قطعه پرواز ها انجام وظيفه كنند. 
 

- مسأله تخصيص  2-2-5
 است. مي خواهيم ijc برابر j به ماشين i ماشين داريم و هزينه تخصيص كارn كار وnفرض شود ما

يك رابطه يك به يك بين كار ها و ماشين ها طوري برقرار نماييم كه هزينه كل حداقل گردد. متغير تصميم 
را به صورت زير تعريف مي كنيم: 

 
 تخصيص يابد: j به ماشينiاگركار

در غيراين صورت: 
1

0ijx
=  

 
مدل اين مسأله به اين شكل است: 

( )
( )
( )

1

1

min
1 1

0,1

1 1, ,

s.t . 1 1, ,

, 1, ,

n

ij
j

n

ij
i

n n
z c xij iji j

xij

x i n

x i n

i j n

=

=

= ∑ ∑= =

=

 = = = = =

∑
∑
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بايد توجه داشت كه مي توان به مدل تخصيص به عنوان يك مدل حمل و نقل كه در آن مقادير عرضه ها 
 و تقاضا ها برابر يك واحد است نگاه كرد.

 
- مسأله فروشنده دوره گرد يا سيار 2-2-6

 در كتابي كه در آلمان به چاپ رسيد به مسأله فروشنده دوره گرد اشاره شد. پس از 1932در اوايل سال 
8F شركت رند1948آن در سال 

 مسأله فروشنده دوره گرد را دوباره معرفي كرد و شهرت اين شركت در اروپا 
سبب شد مسأله فروشنده دوره گرد مشهور گردد. پس از آن اين مسأله در طول سال ها ذهن محققين 

علاقه مند را به خود معطوف داشته است؛ به طوري كه تا به حال مقاله هاي زيادي در باره حل اين مسأله به 
] توصيه مي گردد. 1چاپ رسيده است. براي اطلاعات بيشتر مرجع [

 شهر داريم. مي خواهيم از يك شهر شروع به حركت نموده و به هر شهر فقط يك بار وارد n فرض كنيد
و فقط يك بار خارج شويم و در انتها به شهر مبدا باز گرديم؛ با اين شرط كه مسافت طي شده كمترين 

مسافت باشد. اين مسأله را مسأله فروشنده دوره گرد مي نامند و به مسيري كه به اين صورت به وجود مي آيد، 
تور گفته مي شود. 

 برابر باشد، k وm براي تمام مقاديرm به شهرk با مسافت شهرk به شهرmدر صورتي كه مسافت شهر
مسأله فروشنده دوره گرد را متقارن و در غير اين صورت مسأله فروشنده دوره گرد را نامتقارن مي نامند. 
براي فرموله كردن اين مسأله، به محدوديت هايي احتياج داريم كه از ايجاد زيرتور در جواب نهايي 

جلوگيري كند. منظور از زيرتور مسيرهاي بسته جدا از هم است كه مطلوب مسأله نيست.  
ijC است و nبا فرض اينكه تعداد كل شهرها   ام j ام به شهر iهزينه (فاصله يا زمان) رفتن از شهر  

1ijx را به خود مي گيرند به گونه اي كه 1 يا 0 ها كه مقدار xباشد با استفاده از متغيرهاي دوگانه   اگر و =
 برابر j وi ام برويم مدل خطي اين مسأله با اين شرط كه انديس هايjام به شهر  iفقط اگر از از شهر

 ها استفاده شده U در اين مدل آن دسته از محدوديت هايي كه در آنها از ].5[نباشند به صورت زير مي باشد
 j ام و سپس از شهرj ام به شهرiاست از ايجاد هر نوع زير تور جلوگيري مي كنند. براي مثال اگر از شهر 

داشته باشيم:   ام برويم ميبايستkام به شهر
1j kU U− ≤ 1i و− jU U− ≤ − 

 
2i تا معادلات مربوطه صادق گردند كه با جمع اين دو نامعادله خواهيم داشت kU U− ≤  لذا داريم: −

 
1j iU U− 1k و ≤ jU U− 2k و ≤ iU U− ≥ 

 

                                                
̂ Rand 
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 ام k ام و رفتن از شهرj ام به شهرk ام و رفتن از شهرi ام به شهرjكه اين مقادير مثبت رفتن از شهر
] مراجعه 5] تا [1 ام را غير ممكن مي كنند. براي ديدن برخي مدل هاي ديگر اين مسأله به مراجع [iبه شهر
نمائيد 

 

( )
( )
( )
( )
( )

1 1

1

1

min

1 1, ,

1 1, , ,

s.t. 1 2 , 2 ,

0,1 1, , , 1, , ,

0 1, ,

n n

ij ij
i j

n

ij
i

n

ij
j

i j ij

ij

j

z c x

x j n i j

x i n i j

U U nx n i n j n i j

x i n j n i j

U j n

= =

=

=

=
 = = ≠ = = ≠ − + ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ ≠ = = = ≠ > =

∑∑
∑
∑





 



 

 
مسأله عمومي  فروشنده دوره گرد در زمره مسأله هاي بهينه سازي تركيبي قرار دارد كه زمان حل آن تابعي 

نمايي از تعداد شهر ها مي باشد.  
مسأله فروشنده دوره گرد كاربرد هاي زيادي دارد. مسيريابي ابزار، قالب ها، قوس هاي برقي، مشعل ها، 

پرتوافكن ها و بخاردهندگان براي توليد يك ويژگي خاص برروي يك قطعه از نمونه هاي دو بعدي و سه بعدي 
مسأله فروشنده دوره گرد مي باشد. 

يكي ديگر از كاربرد هاي مرتبط با اين مسأله، در مورد شركت هاي توزيع كالا مي باشد. براي مثال يك  
 مكان mشركت پخش فرآورده هاي لبني را در نظر بگيريد كه بايد روزانه حمل و نقل كالاي خود را به

 وسيله نقليه در اختيار دارد. مي توان به كمك مدل مسأله tمختلف يك شهر انجام دهد و براي انجام اين كار
 مكان را به حداقل ممكن كاهش و كار توزيع را mفروشنده دوره گرد، مسافت طي شده بين كارخانه و اين

با كمترين تعداد وسيله نقليه انجام داد كه در نهايت با كاهش هزينه هاي حمل و نقل، بازدهي كار افزايش 
مي يابد و در مصرف سوخت و آلودگي هوا و حجم ترافيك كاهش ايجاد مي شود. در اين گونه مسأله ها به 
علت يك طرفه بودن برخي مسير ها و يا تفاوت حجم ترافيك در دو جهت يك خيابان دو طرفه، مسأله ما 

يك مسأله نامتقارن است. بنابراين اين مسأله علاوه بر جنبه نظري از جنبه كاربردي هم داراي اهميت 
مي باشد. 

به طور كلي از دو دسته از روش ها براي حل مسأله فروشنده دوره گرد استفاده مي شود: روش هاي دقيق و 
روش هاي ابتكاري. 

روش هاي دقيق اين مزيت را دارند كه در نهايت جواب بهينه را به دست مي دهند. اما يكي از معايب آنها 
اين است كه به دليل در نظر گرفتن تمام مجموعه هاي قابل قبول براي يافتن جواب بهينه در مورد 
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مسأله هاي بزرگ وقت گير و در بسياري از موارد غير عملي مي باشند. اما در ابعاد كوچك جواب هاي بهينه را 
در اختيار قرار مي دهند. از جمله روش هاي دقيق براي حل مسأله فروشنده دوره گرد مي توان روش هاي 

9F]، شاخه و كرانه2شمارش كامل [

] 310و ايستمن ] (براي مثال روش هاي ليتلF

11) و برنامه ريزي پوياF

] 2 را [
نام برد. 

در مسأله هاي بهينه سازي تركيبي با افزايش اندازه مسأله، راه حل هاي دقيق جواب بهينه را در زمان قابل 
قبول به دست نمي دهند. در اين گونه موارد راه حل هاي ابتكاري مناسب به نظر مي رسند كه از جمله 

 روش هاي ابتكاري مي توان الگوريتم نزديكترين شهر ديدار نشده را نام برد. 

مدل فروشنده سيار به عنوان جزء اصلي بسياري از مدل هاي مسيريابي و زمان بندي وسايل نقليه به كار 
 كار n−1گرفته مي شود، همچنين در زمان بندي توليد هم اين مدل مطرح مي شود. براي مثال ترتيب بندي

 توسط ماشين i باشد با فرض اين كه كار j هزينه آماده سازي ماشين براي كارijcبر روي يك ماشين با
كامل شده باشد. 

 

                                                
˺˹ Branch  and  Bound 
˺˺ Little and Eastman 
˺˻ Dynamic  Programming 
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- فرموله كردن برخي محدوديت هاي مورد نياز در يك مسأله مدل سازي 2-3
در مدل بودجه بندي سرمايه، فرموله كردن محدوديت هاي پروژه هاي پيش نيازي و پروژه هاي ناسازگار را 

در برنامه ريزي اعداد صحيح ديديم. در اين قسمت روش هاي فرموله كردن برخي محدوديت هاي مورد نياز در 
يك مسأله مدل سازي را به طور كامل تر با هم مرور مي كنيم: 

 
- پروژه هاي پيش نيازي 2-3-1

سرمايه گذاري روي يك خط توليد منوط به سرمايه گذاري روي يك واحد توليدي قبلي است. اين 
ijوابستگي توسط محدوديت xx  نيز بايد انجام گيرد. jx شد، ix=1 قابل فرموله شدن است. يعني اگر ≤

 است. ix پيش نيازjxيعني
 

- پروژه هاي ناسازگار 2-3-2
 پروژه را براي سرمايه گذاري انتخاب كنيم، از محدوديت زير استفاده nاگر بخواهيم حداكثر يكي از

مي كنيم. 
 

121 ≤+++ nxxx  
 

 پروژه مي تواند اجرا شود. n پروژه اجرا نشود و يا حداكثر يكي ازnيعني يا هيچ كدام از
 
- امكان پذيري محدوديت 2-3-3

اگر در مورد يك محدوديت خاص بخواهيم بررسي كنيم كه آيا مقادير معيني از متغير هاي تصميم گيري 
بايد در يك محدوديت صدق  كند يا نه به صورت زير عمل مي كنيم: 

)محدوديت را به صورت  ) bxxxf n ≤,,, 21 در نظر مي گيريم و متغير y را به اين صورت تعريف 
مي كنيم: 

 
مقاديردرمحدوديت بايد صدق كند 
درغير اين صورت 

0

1
y

=  

 
در نتيجه محدوديت به شكل زير در مي آيد: 

 
( ) Mybxxxf n +≤,,, 21  
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 باشد y=0 باشد محدوديت جديد همواره برقرار است، و هرگاه y=1 مقدار بزرگي مي باشد. اگرM كه
محدويت اصلي صادق است. 

 
- محدوديت هاي جايگزين 2-3-4

اگر بخواهيم از بين دو محدوديت حداقل يكي و نه لزوما هر دوي اين محدوديت ها صادق باشد به صورت 
زير عمل مي كنيم. 

)فرض كنيد بخواهيم از دو محدوديت  )1 2 1, , , nf x x x b≤ و ( )1 2 2, , , nf x x x b≤ حداقل يكي 
برقرار باشد. در اين صورت مي نويسيم: 

 ( )
( )1 2 1 1

1 2 2 2

1 2

1 2

, , ,

, , ,

1

, 0,1

n

n

f x x x b My

f x x x b My

y y

y y

≤ +
≤ +

+ =
=



 

 
 عددي است بزرگ نسبت به ابعاد مسأله. با توجه به اين كه به جاي محدوديت انتخاب يكي Mكه در آن

1بين دو تا، يعني 2 1y y+ 12 مي توان= 1 yy  را قرار داد و در فرمولاسيون فوق يكي از متغيرها را حذف =−
كرد: 

 ( )( )
1,0

)1(,,,

,,,

1

1221

1121

=
−+≤

+≤
y

yMbxxxf

Mybxxxf

n

n





 

 
به عنوان مثال فرض كنيد در مسأله اي هدف توليد يك محصول باشد و دو روش براي توليد اين محصول 

وجود داشته باشد. مي خواهيم از بين دو روش كه دو محدوديت متفاوت را به مسأله اعمال مي كند، يكي را 
6056انتخاب كنيم. فرض كنيد دو محدوديت به صورت 21 ≤+ xx5054 و 21 ≤+ xx .وجود داشته باشد  

 بايد در محدوديت اولي 2x و1xبسته به اين كه كدام روش براي توليد انتخاب شود، متغير هاي تصميم گيري
 يا دومي  صدق كند كه به اين صورت نمايش داده مي شود:

 

1,0

)1(1005054

6010056

21

21

=
−+≤+

+≤+
y

yxx

yxx

 

 
- محدوديت هاي شرطي 2-3-5
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اين محدوديت ها به شكل منطقي زير هستند:  
 

( ) ( ) 22121211 ,,,,,, bxxxfbxxxf nn ≤⇒>  
 

)كه با توجه به  )) (~p q p q⇒ ≡ ، معادل با محدوديت  زير مي باشد: ∨
 

( ) ( )1 1 2 1 2 1 2 2, , , , , ,n nf x x x b f x x x b≤ ∨ ≤  
 

 محدوديت برقرار باشد: m محدوديت ازkحال اگر بخواهيد حداقل
 

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1 1

1

0,1 0,1, ,

m m m m m

m

i
i

i

g x b g x b my

g x b g x b my

y m k

y i m
=

 ≤ ≤ + →  ≤ ≤ + 
≤ −

= =
∑

 



 

 
 ها صفر است. iyتا از kحداقل 

 
2321مثلاً اگر بخواهيد از سه محدوديت حداقل يكي از آنها برقرار باشد به صورت  ≤++ yyy بايد 

 باشد، محدوديت بايد صدق كند) iy=0عمل كرد. (توجه داشته باشيد كه اگر 
 

 مثال:

 بتواند بين مقادير زير قرار بگيرد: x مثلاً اگر. فقط بتواند مقادير خاصي بگيردxفرض كنيد متغير
 

0 10 or 22.5 47.8 or 79.2 130x x x≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

در اينجا براي سه محدوديت، سه متغير تعريف مي كنيم كه هر كدام به يك قسمت مرتبط مي باشد: 
 

1 2 30 10 or 22.5 47.8 or 79.2 130x x x≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

 و شرايطي ايجاد مي كنيم كه فقط يكي از محدوديت ها صادق باشد: 
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( )

1 1

2 2 2

3 3 3

3

1

1 2 3

0 10

22.5 47.8

79.2 130

1 0,1 1,2,3i i
i

x y

y x y

y x y

y y i

x x x x

=

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = = = = + +

∑ 

بنابراين: 
1 2 3 1

2 1 3 2

3 2 1 3

1 0 0 10

1 0 22.5 47.8

1 0 79.2 130

y y y x x x

y y y x x x

y y y x x x

= ⇒ = = → = ≤ ≤ = ⇒ = = → = ≤ ≤ = ⇒ = = → = ≤ ≤
 

 
- هزينه هاي ثابت 2-3-6

در بسياري از موارد تابع هدف براي مسأله حداقل كردن حاوي هزينه هاي ثابت است (مانند هزينه هاي 
 واحد از xثابت اوليه در طراحي، هزينه هاي ثابت سرمايه گذاري و غيره). به عنوان مثال، هزينه هاي توليد

محصول خاصي ممكن است از هزينه ثابت راه اندازي تجهيزات و هزينه متغير براي توليد هر واحد تشكيل 
شود. يك نمونه از اين نوع هزينه در شكل زير ارائه شد ه  است. 

 

 
 

0 if 0

if 0

x

K cx x

= + >  هزينه

 
 را به عنوان يك متغير دوتايي تعريف مي كنيم كه y واحد است.Bفرض كنيد كه تجهيزات داراي ظرفيت

1yنشان مي دهد چه موقعي هزينه ثابت انجام شده است؛ به طوري كه 0x است هرگاه= 0y باشد و< = 
0xاست هرگاه  به صورت زير نوشت: x باشد. در اين صورت مقدار هزينه را مي توان برحسب=

 
ky cx+ 

x 

هز
ين

K cx+ 

K 
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با محدوديت هايي به فرم: 

0

0 or 1

x By

x

y

≤ ≥ = 
 

0yهمچنان كه مي خواستيم هرگاه هزينه ثابت انجام نشده باشد، يعني وقتي كه  است اين =
0xمحدوديت ها نتيجه مي دهند كه 0x است. خود محدوديت ها نشان نمي دهند كه اگر= 0y باشد،= = 

0xخواهد شد؛ بلكه وقتي كه 0y است، عمل حداقل كردن به وضوح=  را انتخاب مي كند تا هزينه ثابت =
1yانجام نشود. بالاخره مشاهده مي شود كه اگر Bx باشد، محدوديت اضافه شده تبديل به=  مي شود كه ≥

حد ظرفيت روي توليد تجهيزات را منعكس مي نمايد. 
 

- صرفه جويي به مقياس 2-3-7
هرچه تعداد توليدات بيشتر شود هزينه هر واحد كالا كمتر مي شود كه به آن صرفه جويي به مقياس 

3 هر واحد هزينه اشβ تا α، از سطح توليد 1 واحد هزينه اش αمي گويند. فرض كنيد توليد تا 
 و از 2

3 هر واحد هزينه اشγ تاβسطح توليد
  باشد. مثال زير را در نظر بگيريد: 1

 
2 1

3 31 2 3

1 2 3

1

2

3

min ( )

20

0 6
s.t.

0 12

0 12

f x x x x

x x x x

x

x

x

α
β α
γ β

= + +
= + + ≥ ≤ ≤ = ≤ ≤ − = ≤ ≤ − =
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اگر اين روابط به همين صورت وارد محدوديت ها شود ممكن است جواب صحيحي به دست نياوريم؛ زيرا 

1كه به دست مي آيد، قابل قبول نيست. به عنوان مثال اگر جواب جواب بهينه اي 1x 2 و= 12x 3 و= 12x = 
 به حد بالاي خود برسد و بعد متغير دوم مقدار مثبت 1xباشد، اين جواب قابل قبول نيست. چون بايد ابتدا

به خود بگيرد. بنابراين براي اين كه محدوديت ها درست باشد و جواب صحيح بدهد، بايد سه محدوديت آخر 
را با روابط زير جايگزين كرد: 

 

1,0,

)(0

)()(

21

23

122

11

=
−≤≤

−≤≤−
≤≤

yy

yx

yxy

xy

βγ
αβαβ

αα
 

 
 مقدار بگيرد.  3x و بعد از آن2x سپس1xدر اينجا محدوديت هايي به مدل تحميل شد ه  است، تا ابتدا

 
 اگر هدف حداقل كردن يك تابع مقعر باشد، بايد از محدوديت هاي بالا استفاده كرد. اما اگر تابع نكته:

محدب بوده يا تابع هدف حداكثر كردن تابع مقعر باشد نيازي به استفاده از محدوديت هاي بالا 
نيست. 

 
- توابع يك متغيره غير خطي پاره خطي 2-3-8

نوع ديگر از توابع غيرخطي كه قابل نمايش توسط متغير هاي صحيح است، منحني قطعه بندي شده خطي 
مي باشد. شكل زير منحني هزينه توسعه يك واحد توليدي را كه حاوي سه قطعه خطي با هزينه هاي متغير 

 واحد مي باشد را نشان مي دهد. 100 ميليون دلار براي توسعه هر 3 و 1 و 5
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 نشان مي دهيم. 3δ و2δ و1δ را به صورت مجموع سه متغير xبراي مدل كردن منحني هزينه، هر مقدار
تا هزينه هر يك از اين متغير ها خطي باشد. بنابراين:  

 
321 δδδ ++=x 

كه در آن  

50

60

40

3

2

1

≤≤
≤≤
≤≤

δ
δ
δ

 

 
و كل هزينه متغير عبارتست از: 

 
1 2 3Cost 5 3δ δ δ= + + 
 

توجه كنيد كه متغير ها طوري تعريف شد ه اند كه: 
• 1δبه مقداري از x باشد مر بوط مي شود. 4 كه از صفر بيشتر باشد ولي كوچكتر يا مساوي 
• 2δمازاد مقدار x است تا موقعي كه4 از x است. 10 كوچكتر يا مساوي 
• 3δمازاد مقدار x است تا موقعي كه10 از x است. 15 كوچكتر يا مساوي 

 
41اگر قرار باشد چنين تفسيري صحيح باشد، همچنين نياز داريم كه  =δ 02 باشد هرگاه >δ و ،

62 =δ 03 باشد، هرگاه >δ 2 باشد.در غير اين صورت مثلا وقتي كه=x است، هزينه درصورتي حداقل 
031مي شود كه == δδ22 و =δ 2 انتخاب شوند؛ زيرا متغيرδ كمترين هزينه متغير را دارد. اما شرايط 

حاكم بر متغير ها در واقع همان محدوديت هاي شرطي هستند كه به سادگي با استفاده از متغير هاي دوتايي 
مانند قبل قابل مدل شدن هستند. 

 

x 

41 

26 
20 

3 

5 

1 

1 2 30 4 10 15δ δ δ← → ← → ← →

( )f x 
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اگر فرض كنيم: 
 

 در حد بالايي خود باشد 1δاگر 
1در غير اين صورت 

1

0
w

=  

 در حد بالايي خود باشد 2δاگر 
2در غير اين صورت 

1

0
w

=  

 
در اين صورت براي حصول اطمينان از برقراري محدوديت هاي شرطي مناسب، محدوديت هاي زير 

مي توانند جايگزين محدوديت هاي قبلي شوند. 
 

1 1

2 2 1

3 2

1 2

4 4

6 6

0 5

, Binary

w

w w

w

w w

δ
δ

δ
≤ ≤
≤ ≤

≤ ≤ 

 
01توجه كنيد كه اگر  =w 02 باشد، در اين صورت =w خواهد شد تا شرط امكان پذيري براي 

 حفظ شود و محدوديت هاي فوق تبديل مي شوند به: 2δمحدوديت اعمال شده روي 
1

2

3

0 4

0

0

δ
δ
δ
≤ ≤
=
=

 

 
11و اگر  =w 02 و =w :باشد، در اين صورت محدوديت هاي فوق تبديل مي شوند به 

1

2

3

4

0 6

0

δ
δ

δ
=
≤ ≤
=

 

 
11و بالاخره اگر   =w 12 و =w :باشد، در اين صورت محدوديت هاي فوق تبديل مي شوند به 

1

2

3

4

6

0 5

δ
δ

δ
=
=
≤ ≤

 

 
 وجود دارد: 2w و 1wبنابراين مشاهده مي كنيم كه سه تركيب امكان پذير براي مقادير 

 
• 1 0w 2 و = 0w 40 كه مربوط مي شود به = ≤≤ x 032 زيرا == δδ 
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• 1 1w 2 و = 0w 104 كه مربوط مي شود به = ≤≤ x 4,60 زيرا 12 =≤≤ δδ 
• 1 1w 2 و= 1w 1510 كه مربوط مي شود به = ≤≤ x 6,4 زيرا 21 == δδ 

 
براي منحني هاي خطي قطعه بندي شده با هر تعداد قطعه، تكنيك كلي مشابهي قابل به كارگيري است، 

 امين قطعه عبارت است از: j براي1δمحدوديت كلي روي متغير 
1−≤≤ jjjjj wLwL δ 

 
 طول قطعه است. jLكه در آن 
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- عدم صرفه جويي به مقياس 2-3-9
حالت خاص مهمي از نمايش توابع غيرخطي هنگامي اتفاق مي افتد كه عدم صرفه جويي به مقياس مد 

نظر است. يعني وقتي كه هزينه هاي حاشيه اي براي يك مسأله حداقل كردن در حال افزايش هستند يا 
عوايد حاشيه اي براي يك مسأله حداكثر كردن در حال كاهش مي باشند. فرض كنيد هزينه توسعه در مثال 

قبلي، توسط شكل زير مشخص شده باشد. 

 
 عدم صرفه جويي به مقياس 9-6شكل 

 
در اين حالت هزينه به شكل زير نشان داده مي شود: 
 

321 63 δδδ =  هزينه ++
 

تنها محدوديت هاي لازم عبارتند از: 
 

50

60

40

3

2

1

≤≤
≤≤
≤≤

δ
δ
δ

 

 
اگر اين نوع منحني هزينه در تابع هدف يك مسأله حداقل كردن ظاهر گردد؛ محدوديت هاي شرطي در 

123زيرا ضرايب  فرمولاسيون  قبلي كه متغير هاي دوتايي بودند، قابل صرف نظر كردن هستند. ,, δδδ نتيجه 
02مي دهد كه همواره بهتر است قبل از اين كه  >δ 41 شود =δ 03 انتخاب گردد و قبل از اين كه >δ 

62شود  =δنتيجه متغير هاي صحيح به كلي حذف شده اند.   انتخاب گردد. در
اما اگر صرفه جويي به مقياس وجود داشته باشد، اين نمايش بدون متغير هاي صحيح درست نيست. براي 

، در يك مسأله حداكثركردن ظاهر شود، بهترين كار انتخاب قطعه سوم 9-6مثال اگر تابع داده شده درشكل 
 قبل از انتخاب دو قطعه اول خواهد بود؛ زيرا عايدي اين قطعه بيشتر است. در اين گونه مواقع 3δبا متغير

استفاده از متغير دوتايي بخش گذشته الزامي مي باشد. 

52 

22 

x 

( )f x 

4 

6 

3 
1 

 

1 2 30 4 10 15δ δ δ← → ← → ← → 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



38 
 

 

 
- تقريب خطي مدل غيرخطي  2-3-10

يكي از مفيدترين كاربرد هاي توابع خطي قطعه بندي شده، تقريب پاره خطي توابع غيرخطي يك متغيره 
است. به عنوان مثال فرض كنيد هزينه توسعه مورد بحث ما مطابق شكل زير باشد: 

ĥ╙☺ ►▓ ■▄╘Ļ ►╘○ķ ĶĈ☺ļ ╢

0

10

20

30

40

50

0 5 10 15 20

x

f(x)

 
 

نقاط شكست معمولا به دلخواه انتخاب مي شود، ولي گاهي طبق شرايط مسأله نقاط شكست مشخص 
مي شود. 

چنانچه قطعه خطوطي كه نقاط انتخاب شده روي منحني را به هم وصل مي كنند به هم وصل شود، يك 
تقريب پاره خطي  به دست مي آيد. كه در مدل مي تواند به جاي منحني بالا مورد استفاده قرار گيرد. 

با استفاده از نقاط بيشتر روي منحني مي توان تقريب را به هر اندازه كه بخواهيم دقيق تر كنيم. 
 

تمرين: 
 باشد و نقاط 0، 5، 10، 20 ؛ 1xيك تقريب پاره خطي براي مسأله زير بيابيد كه نقاط شكست براي 

 باشد. 30،22،16،11،4،0؛2xشكست براي
 

3 2 2
1 1 1 2 2

1 2

2 2
1 1 2 2

1

2

min 2 4 10 3 3

3 2 7

2 2 6 5
s.t.

0

0

x x x x x

x x

x x x x

x

x

− + − +
+ ≥ + − + ≥ ≥ ≥
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- روش هاي حل مدل هاي داراي متغيرهاي صحيح 2-4
در برابر روش سيمپلكس كه روش خوبي براي حل برنامه هاي خطي است، روش خاص و واحدي براي 

حل برنامه هاي با اعداد صحيح وجود ندارد. بلكه طي مرور زمان، روش هاي متعددي توسعه يافته كه عملكرد 
هر تكنيك، به نوع مسأله بستگي دارد. 

روش هاي موجود را مي توان در سه گروه عمده طبقه بندي كرد: 
12Fتكنيك هاي شمارشي •

13 شامل روش شاخه و كرانهF

 
14Fتكنيك هاي صفحه برشي •

 

15Fتكنيك هاي نظريه گروه •

  

 
روش هاي حل را مي توان به دو گروه عمده روش هاي كلاسيك و غيركلاسيك تقسيم بندي كرد. از جمله 

روش هاي كلاسيك روش برشي، روش شاخه و كرانه و روش شمارش ضمني مي باشد كه روش شمارش 
ضمني براي هر دو مدل خطي و غيرخطي به كار مي رود. 

در روش برشي و روش شاخه و كرانه ابتدا مسأله خطي و بدون شرط صحيح بودن در نظر گرفته  مي شود. 
صدق نكرد، بايد با استفاده از  پس از حل، جواب هاي به دست آمده كنترل مي شود. اگر جواب ها در شروط

 تكنيك هاي برشي و شاخه و كرانه در جهت به دست آوردن جواب بهينه حركت كنيم.

 
- روش مجارستاني براي حل مسأله تخصيص 2-4-1

مدل عمومي مسأله تخصيص را در نظر بگيريد: 
 

1

1

min

1 1,...,

s.t. 1 1,...,

0,1 , 1,...,

ij ij
i j

n

ij
i

n

ij
j

ij

z c x

x j n

x i n

x i j n

=

=

=
 = = = = ==

∑∑
∑
∑ 

 
، Cروش مجارستاني بر اين اصل بنا شد ه است كه اگر به يكي از سطرها يا ستون هاي ماتريس تخصيص

 را اضافه نماييم جواب بهينه تغييري نمي كند. دليل اين امر اين است كه اضافه كردن مقدار kمقدار ثابت

                                                
˺˼ Enumeration 
˺˽ Branch and Bound 
˺˾ Cutting-Plane 
˺˿ Group-Theoretic 
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 به تابع هدف مسأله k باعث مي شود كه مقدار ثابتC به همه اعداد يك سطر يا ستون ماتريسkثابت
جديد اضافه گردد: 

kZZ +=′ 
 

و مي دانيم كه وجود يا عدم وجود يك مقدار ثابت در تابع هدف جواب بهينه مسأله را تغيير نمي دهد و 
تنها بر مقدار تابع هدف اثر دارد. 

) را اضافه كنيم؛ يعني به جاي بردار:  kام را انتخاب كنيم و به همه اعداد آنpبراي مثال اگر سطر )
0 1 2, , ,p p p pnc c c c=

 
)بردار:  )

0 1 2, , ,p p p pnc c k c k c k′ = + + +
 

 
Cرا جايگزين نماييم و ماتريس جديد را   بناميم آنگاه داريم: ′

 

( )
1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

    

n n n n n

ij ij ij ij pj ij
i j i j j

i p

n n n

ij ij pj pj
i j i
i p

n n n

ij ij pj
i j j

Z c x c x c x

c x c k x

c x k x Z k

= = = = =≠

= = =≠

= = =

′ ′ ′= = + =

= + + =

= + =+

∑∑ ∑∑ ∑
∑∑ ∑
∑∑ ∑

 

 
=∑از آنجا كه با توجه به محدوديت هاي مسأله تخصيص  =n

j
pjx

1

 است نتيجه مي گيريم كه اگر به همه 1

 اضافه نماييم؛ جواب مسأله تخصيص تغييري نمي كند. بنابراين با k نيز يك مقدار ثابتCاعداد ماتريس
استفاده از دو اصل فوق مسأله تخصيص را با انجام بند هاي زير حل مي نماييم: 

 
 برقرار C≤0 اضافه كنيد تا شرط C در صورت لزوم يك عدد مناسب به همه عناصر ماتريس:1گام 

شود. 
 

: عناصر هر سطر و ستون را به اندازه كوچكترين Uروند ايجاد حداقل يك صفر در هر سطر و ستونU :2گام 
عنصر آن سطر يا ستون كاهش دهيد تا در هر سطر و ستون حداقل يك صفر داشته باشيد. 

 بناميد. Cماتريس حاصل را 
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: از سطر يا ستوني كه حداقل تعداد صفر را دارد شروع كنيد. Uروند تخصيصU :3گام 
 و i و با حذف سطرijx=1 ام است قرار دهيد j ام ويا ستونi تنها صفر سطرijc الف. اگر 

 برگرديد. 3 به گام jستون
 تعداد صفرها دو يا بيشتر Cب. اگر در همه سطر ها و ستون هاي ماتريس باقيمانده داراي صفر 

باشند، از سطر يا ستوني كه حداقل تعداد صفر را دارد شروع كنيد و يكي از خانه هاي داراي صفر 
ام و p مربوط را يك قرار دهيد و با حذف سطرpqx را به دلخواه انتخاب كنيد و pqCمثل 

 برويد. 3ام به گام qستون
 

 اگر ديگر در ماتريس باقيمانده صفري وجود ندارد، آنگاه: :4گام 
الف. اگر در هر سطر و ستون يك تخصيص صورت گرفته است جواب فعلي يك جواب قابل قبول 

 ijc است،ijx=1. چونكه در خانه هايي كه Z=0است كه مقدار تابع هدف آن صفر است؛ يعني 
0ijxآن صفر است و در ساير خانه ها   است. بنابراين: =

 

1 1

0
n n

ij ij
i j

Z c x
= =

= =∑∑ 

 
0X حداقل مقدار تابع هدف (با توجه به اين كه C≤0از آنجاييكه براي ماتريس   مي باشد) ≤

 به طور يقين يك جواب Z=0 است و هر جواب قابل قبول با مقدار Z≤0صفر است. يعني 
بهينه است. 

 برويد. 5 است به روند نشانه گذاري يعني گام nب. اگر تعداد تخصيص ها كمتر از
 

: Uروند نشانه گذاري (علامت گذاري)U :5گام 
 

U:تعريفU 0 هر خانه اي كه در آنijc  ام آن j است، ولي در آن خانه تخصيص صورت نگرفته و ستون=
نيز علامت گذاري نشده است را، خانه قابل انتخاب مي ناميم.  

 
تا آنجا كه ادامه نشانه گذاري ميسر است اين گام را اجرا كنيد؛ يعني: 

Sالف. سطر هايي كه تخصيص ندارند، براي آنها نشانه   كه به معني پايان اضافه شدن است را +
 به معني امكان اضافه شدن به فهرست خانه هاي + وStop حرف اول كلمه Sقرار دهيد. حرف

داراي تخصيص است. 
Rk ام نشانt قابل انتخاب است، آنگاه در ستونktC ام نشانه گذاري شده وkب. اگر سطر  را +

 به معني سطر است. Row حرف اول كلمهRقرار دهيد.
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 u ام آن تخصيص صورت گرفته براي سطر u ام نشانه گذاري شده است و در سطرtج. اگر ستون
Ctام نشان  به معني امكان خارج − به معني ستون وColumn حرف اول كلمهC را قرار دهيد.−

شدن از فهرست خانه هاي داراي تخصيص (داراي مقدار يك) است. 
 

 ادامه نشانه گذاري ميسر نيست: :6گام 
 (روند بهبود) را اجرا 7الف. يك ستون بدون تخصيص نشانه گذاري شده است در اين صورت گام 

كنيد. 
 (روند كاهش بيشتر) را 8ب. ستون بدون تخصيص نشانه گذاري نشده است. در اين صورت گام 

اجرا كنيد. 
 

 y: از ستون بدون تخصيص كه نشانه گذاري شده است، شروع كنيد. فرض كنيد ستونUروند بهبودU :7گام 
Rzام تخصيص ندارد، ولي نشانه گذاري شده است و نشان آن   مي باشد. در اين صورت در +

 ام نگاه كنيد. اگر نشان z ام يك تخصيص انجام دهيد و سپس به نشان سطرy ام ستونzسطر
Ck ام zسطر  ام برويد و تخصيص آن را حذف كنيد. حال به نشان z ام سطرk بود، به ستون−

Rm ام نگاه كنيد. اگر علامت آنkستون  ام يك تخصيص انجام k ام در ستونm بود، در سطر+
 ام نگاه كنيد و تخصيص تعيين شده در نشان آن را حذف كنيد. mدهيد. اكنون به نشان سطر

Sاينكار را آنقدر ادامه دهيد تا به سطري كه نشان برسيد. در اين مرحله به تعداد   دارد+
 است جواب فعلي جواب بهينه nتخصيص ها يكي اضافه شده است. حال اگر تعداد تخصيص ها

 برويد. 5است، در غير اين صورت نشانه ها را پاك و با حفظ تخصيص ها به گام 
 

: روي اعداد سطر هايي كه علامت گذاري نشده اند خط افقي و روي اعداد Uروند كاهش بيشترU :8گام 
 Cستون هايي كه علامت گذاري شده اند خط عمودي بكشيد. با اين كار كليه صفر هاي ماتريس 

زير خط افقي و يا عمودي قرار مي گيرند و كليه اعدادي كه خطي آنها را نپوشانيده است، اعداد 
 abCمثبت هستند. در بين اين اعداد مثبت بدون پوشش، كوچكترين آنها را تعيين و آن را 

 كاهش دهيد و به همه  اعدادي كه در abCبناميد. حال همه اعداد بدون پوشش را به اندازه 
 را اضافه كنيد. در نهايت خطوط رسم شده abCتقاطع دو خط افقي و عمودي واقع شده اند مقدار 

 5را پاك كنيد و با حفظ علامت هاي قبلي براي ادامه نشانه گذاري براي صفر هاي جديد به گام 
برويد. 

 
مثال: 

 با ماتريس هزينه زير را در نظر بگيريد. 6×6 يك مسأله تخصيص 
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1 3 5 7 9 1 1

14 12 10 8 6 4

5 7 9 11 3 1

8 10 12 14 6 4

8 10 12 14 4 6

4 6 8 10 12 14

         

 

 است ijx=1 به معني ij در خانه@ ماتريس زير كه در آن حرف6 و 5، 4، 3، 2پس از اجراي گام هاي 
به دست مي آيد. 

 
@

@

@

@

@

0 0 0 2 8 10

10 6 2 0 2 0

64 4 4 6 2 0

4 4 4 6 2 0

4 4 4 6 0 2

0 0 0 2 8 10

4

C

S

R

     −  +     
+

 

 
 ماتريس زير حاصل مي گردد. 8حال پس از اجراي گام 

 
@

@

@

@

@

0 0 0 2 8 12

10 6 2 0 2 2

62 2 2 4 0 0

2 2 2 4 0 0

54 4 4 6 0 4

0 0 0 2 8 12

3 4

C

S

C

R R

     −  +   −   
+ +

 

 
 را اجرا كنيم، ماتريس زير نتيجه مي شود. 7 و 6 و سپس گامهاي 8اكنون اگر گام 

@

@

@

@

@

@

0 0 0 2 10 14

10 6 2 0 4 4

60 0 0 2 0 0

0 0 0 2 0 0

52 2 2 4 0 4

0 0 0 2 10 14

3 3 4

C

S

C

R R R

     −  +   −   
+ + +
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 تخصيص انجام شده است، جواب آن يك جواب بهينه براي آخرين ماتريس و 6چون در آخرين ماتريس 

ساير ماتريس ها از جمله اولين ماتريس است. 
1يعني جواب بهينه عبارتست از 2 و→1 3 و→4 4 و→3 5 و→6 6 و→5 *32 با→2 =Z كه 

  جمع كل اعدادي است كه از سطر ها و ستون هاي ماتريس اوليه كم شده اند.32عدد

 
* 1 4 1 4 4 4 2 4 4 2 2 3 2Z = + + + + + + + + + + = 

تمرين: 
مسائل تخصيص زير را يكبار با هدف حداكثر كردن درآمد ها و يكبار با هدف حداقل كردن هزينه حل 

كنيد. 
 

2

7 10 0 5

14 12 0 8

0 0 0 0

5 6 0 7

C

   =    
1 و 

14 8 0 9

3 2 9 4

2 6 5 7

4 3 2 8

C

   =    
 

 

3

70 80 65 65 0

65 80 80 85 0

75 80 75 80 0

70 75 70 80 0

60 70 80 70 0

C

    =     

  

 
- روش شاخه و كرانه 2-4-2

شاخه و كرانه در اصل يك استراتژي تقسيم و تسخير است. ايده آن تقسيم ناحيه امكان ،در صورت نياز، 
به زير بخش هاي كوچكتر و تعيين كران براي هر يك از آن زير بخش هاست. 

در حالت كلي راه هاي زيادي براي تقسيم ناحيه امكان پذير وجود دارد. يك برنامه خطي با اعداد صحيح 
نوعي از برنامه خطي است كه شرط صحيح بودن نيز به آن اضافه شده است. بنابراين، در يك مسأله حداكثر 

كردن، مقدار تابع هدف در نقطه بهينه برنامه خطي همواره يك حد بالايي براي تابع هدف بهينه برنامه 
خطي با اعداد صحيح است. به علاوه هر نقطه امكان پذير صحيح همواره يك حد پاييني براي مقدار بهينه 

تابع هدف برنامه خطي است. 
در روش شاخه و كرانه ابتدا شرط صحيح بودن كنار  گذارده مي شود تا يك برنامه ريزي خطي به دست 

آيد. روش حل يك برنامه ريزي خطي را در گذشته آموخته ايد. با حل برنامه ريزي خطي، جواب هاي بهينه را 
به دست آورده و در شرايط و محدوديت هاي مسأله قرار داده و كنترل كنيد. اگر شرايط صادق بود، جواب 
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بهينه به دست  آمد ه  است، در غير اين صورت يك كران براي تابع هدف ايجاد شده است. به همين ترتيب 
مي توان در جهت دستيابي به جواب بهينه با ايجاد شاخه و كرانه گام برداشت. با يك مثال اين روش را 

بررسي مي كنيم. 
 

مثال: 
يك مسأله تخصيص با ماتريس هزينه زير را در نظر بگيريد: 

 
17 12 15 8 10

10 14 8 6 5

1 2 3 4 7

9 11 13 11 9

7 13 19 25 30

        

 

 
براي حل، محدويت هاي يك به يك را كنار گذاشته به روش حداقل سطر و ستون عمل مي كنيم: 

در روش سطري جواب مسأله به اين صورت به دست مي آيد: 
 

17 12 15 8 10

10 14 8 6 5

8 5 1 9 7 301 2 3 4 7

9 11 13 11 9

7 13 19 25 30

z

     = + + + + =    

 

 
در روش ستوني جواب مسأله به اين صورت به دست مي آيد: 

 
17 12 15 8 10

10 14 8 6 5

1 2 3 4 5 1 51 2 3 4 7

9 11 13 11 9

7 13 19 25 30

z

     = + + + + =    

 

 
با در نظر گرفتن محدوديت ها مشاهده  مي شود كه جواب هاي به دست آمده قابل قبول نيست. با توجه به 

 zاين كه در حل اوليه تعدادي از محدوديت ها را ناديده گرفته ايم، با افزودن محدوديت ها جوابي با مقدار 
آمد:   به دست خواهدzكمتر حاصل نخواهد شد در نتيجه يك حد پاييني براي
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{ } 3015,30max =≥z 
 

 5 و4، 3، 2، 1 را به ترتيب به ماشين هاي Aكار را با ايجاد شاخه ادامه مي دهيم؛ براي اين كار، كار
 باعث حذف سطر و ستون اول ماتريس مي شود كه بايد 1 به ماشين Aاختصاص مي دهيم؛ اختصاص كار

جواب بهينه آن را با كنار گذاردن محدوديت هاي مسأله به دست آوريم. بنابراين با حذف سطر و ستون اول 
داريم: 

14 8 6 5

2 3 4 7

11 13 11 9

13 19 25 30

      
 

 

{ }
*

*

A 1

5 2 9 13 29 29 17 46

2 3 4 5 14 14 17 31

max 46,31 46

z z

z z

z →

 = + + + = → = + = → = + + + = → = + =
→ ≥ =

 

 
 به دست مي آيد. 1 به ماشين A از اختصاص كار 17توجه كنيد كه هزينه 

 
: 2 به ماشين Aاختصاص كار

  

{ }
*

*

A 2

5 1 9 7 22 22 12 34

13 13 12 25

max 34,25 34

z z

z z

z →

 = + + + = → = + = → = → = + =
→ ≥ =

 

 
 داريم: 5و 4و 3 به ماشين هاي Aبه همين ترتيب براي اختصاص كار

 

{ }*

A 3*

37
max 37,37 37

37

z
z

z
→

 = → ≥ = = 
 

{ }*

A 4*

30
max 30,19 30

19

z
z

z
→

 = → ≥ = = 
 

{ }*

A 5*

33
max 33,20 33

20

z
z

z
→

 = → ≥ = = 
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ديده مي شود كه در اين تخصيص ها جواب قابل قبول به دست نيامد، اما يك كران پايين براي مسأله به 
دست آمد. چون هدف حداقل كردن است، شاخه اي كه حد پايين كمتري دارد را انتخاب مي كنيم. اين كار 

مي تواند باعث  شود تا برخي از شاخه ها خود به  خود حذف شوند و زودتر به جواب بهينه برسيم.  
 حذف 4 و ستون 1 تخصيص مي دهيم. در اين صورت سطر 4 را به ماشين Aبنا بر آنچه گفته شد، كار

 مي شود. 4×4شده و ماتريس 
 را به ماشين هاي باقيمانده اختصاص دهيم. نتايج زير به دست مي آيد: Bسپس سعي مي كنيم كار

B 1

B 2

B 3

B 5

42

39

33

30

z

z

z

z

→
→
→
→

≥
≥
≥
≥

 

 
 اختصاص  داده مي شود. 5 به ماشين Bبا توجه به اين كه باز هم جواب قابل قبول به دست نياورديم، كار

 به ماشين ها داريم: Cبا اختصاص كار
 

C 1

C 2

C 3

38

35

34

z

z

z

→
→
→

≥
=
=

 

 
 z به يك جواب قابل قبول رسيده ايم، شاخه هايي كه2 به ماشين Cبا توجه به اين كه با اختصاص كار

 است، حذف مي گردد.   35آنها بيش از 
 34 بزرگتر از z نيز به جواب قابل قبول رسيديم. در نتيجه شاخه هاي با3 به ماشين Cدر اختصاص كار
را حذف مي كنيم. 

U16Fقاعده بهترين حدUقاعد ه اي كه براي حل اين مسأله از آن استفاده شده است، 

 .نام دارد 
 

مثال برنامه ريزي با اعداد صحيح: 
مسأله برنامه ريزي زير را در نظر بگيريد: 

 

                                                
˺̀ Best Bound Rule 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 2

2 10

2 4 2 40
s.t.

2 3 30

0,1,... 1,2,3,...j

z x x x

x x x

x x x

x x x

x j

= − + +
+ − ≤− + + ≤ + + ≤ ==

 

 
براي حل مسأله، ابتدا فرض مي كنيم شرط صحيح بودن متغير ها وجود ندارد و ما يك برنامه خطي را حل 

مي كنيم: 
 

 
 
130 هيچگاه بزرگتر از مقدار zبا توجه به اين كه تابع هدف ما حداكثر كردن است 

 نخواهد شد. 3
 

433.43
3

130 ≤→=≤ zz 
 

هر يك از متغير هاي تصميم گيري كه عدد صحيح نباشند،  مي توانند مبناي ايجاد شاخه قرار گيرند. با 
 دو شاخه ايجاد مي شود: 1xانتخاب 

 




≥
≤

4

3

1

1

x

x 

 
ابتدا يك شاخه را انتخاب كرده و بررسي مي كنيم و بعد از اتمام شاخه، شاخه ديگري را بررسي مي كنيم. 

31با انتخاب شاخه ≤x 1 و تبديل آن به محدوديت 1 3x x′+ 1 خواهيم داشت = 13x x′=  كه اين تبديل را −
در جدول بهينه اعمال مي كنيم تا جدول بعدي حاصل شود. 

 

پاي
 ه

مقد
 1x 2x 3x 1s 2s 3s ار

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

1x 10
3

 1 1
3 0 0 1

6
− 1

3 
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- خواهيم داشت: 1با ضرب طرفين محدوديت سوم در 
 

 
 

با انجام عمليات سيمپلكس همزاد به جدول زير مي رسيم: 
 

 
 

با توجه به اين كه شرط بهينگي برقرار بوده و متغير ها نيز شرط صحيح بودن را دارا هستند جواب نهايي 
به دست مي آيد: 

 

43

23

0

3

3

2

1

=⇒



=
=
=

z

x

x

x

 

 
اگر شاخه دوم را به همين صورت بررسي كنيم خواهيم داشت: 

پا
 يه

مقد
 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s ار

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

x′ 1
3

 1 1 0 0 1− 1 

پا
 يه

مقد
 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s ار

z 130
3

 0 10
3

 0 0 5
6 1

3 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 70
3 0 7

3 1 0 1
3 1

3 

1x′ 1
3

− 1 1
3

− 0 0 1
6 1

3
− 

پا
 يه

مقد
 1x′ 2x 3x 1s 2s 3s ار

z 43 0 3 0 0 1 0 

1s 30 0 4 0 1 1
2 0 

3x 23 1 2 1 0 1
2 0 

3s 1 3− 1 0 0 1
2

− 1 
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40

22

0

4

3

2

1

=⇒



=
=
=

z

x

x

x

 

 
 يك شاخه در سه صورت به كف رسيده و پايان مي پذيرد: نكته:
به جواب مطلوب برسيم.  .1
 زير شاخه تهي شود. .2

 در آن شاخه از درخت جوابي بهتر از آنچه تا كنون يافته ايم پيدا نشود. .3

از الگوريتم زير مي توان براي دستيابي به جواب استفاده كرد. در اين الگوريتم فرض شده كه تابع هدف 
 مسأله بايد حداكثر گردد. همچنين كل مسأله، اولين زير بخش مورد بررسي است. 

Z* توجه كنيد كه همواره نكته: Z≤ 
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Z جواب 
بهينه 
أله 

مقدار 
بهينه 
 Zآن را

Z Z≤ 

Z  را
 Zبرابر 

ا  ق

زير بخشهاي 
جديد را به كمك 

يكي از 
متغيرهاي كسري 

در جواب 
   

زير بخشي را كه 
هنوز كاملا 
بررسي نشده  
 و انتخاب كنيد

برنامه خطي آن 
    

 
برنامه 
خطي 

زيربخش 
امكان 

شروع 

Z = −∞ 

پيوسته  دلم
برنامه خطي 

مربوطه را حل 
 را Z* وكنيد

 مقدار برابر

 جواب
 تمام
ها رمتغي

صحيح 

تمام زير 
  كاملاهابخش

 بررسي شده
  است؟

*Z Z= 

 پايان

بل
 

بل
 

بل
 

بل
بل 

 

خي
 

خي
 

خي
 

خي
 

خي
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17F- صفحات برش2-4-3

 
الگوريتم صفحه برش با تغيير جواب هاي برنامه ريزي خطي، برنامه هاي با اعداد صحيح را تا حصول جواب 

صحيح، حل مي كند. بر خلاف روش شاخه و كرانه، اين روش ناحيه امكان پذير را به زير بخش ها تقسيم 
نمي كند؛ بلكه تنها با يك برنامه خطي كار مي كند و با اضافه كردن محدوديت هاي جديد آن را اصلاح 

مي كند. محدوديت هاي جديد هر بار ناحيه امكان پذير را كوچكتر مي نمايد تا يك جواب بهينه صحيح پيدا 
شود. در عمل روش  شاخه و كرانه تقريبا هميشه از الگوريتم صفحه برش بهتر عمل مي كند. اما اين روش در 

تحول برنامه ريزي با اعداد صحيح اهميت داشته است و براي حل برخي از مسأله ها كاراتر مي باشد. 
از نظر تاريخي اين اولين الگوريتمي بود كه براي برنامه ريزي با اعداد صحيح توسعه يافت و همگرايي آن 
در تعداد محدودي گام قابل اثبات بود. علاوه بر آن اگر چه اين الگوريتم كلا غير كارا محسوب مي شود، ولي 
شناختي از برنامه ريزي با اعداد صحيح فراهم آورده است كه منجر به الگوريتم هاي ديگري با كارآيي بيشتر 

شده است. 
 

18F- روش برش كسري گموري2-4-3-1

 
 مطابق روش شاخه و كرانه محدوديت هايي را كنارگذاشته و مسأله را حل مي كنيم. اگر جواب مطلوب 
نباشد با ايجاد يك برش نقطه بهينه به دست آمده و نقاط اطراف آن را كنار مي گذاريم؛ بدين شرط كه در 

ناحيه جدا شده، هيچ نقطه مطلوبي وجود نداشته باشد. 
 

با استفاده از يك مثال روش را توضيح مي دهيم: 
 

* * *
1

max

s.t. 0 ( ,..., )n

z cx

Ax b

x x x x

x z

=
= ≥ ⇒ = ∈

 

 
* عدد صحيح باشند، جواب مطلوب مي باشد؛ ولي اگر متغيرx*اگر تمام عناصر بردار

jx عدد صحيح 
 نقطه مطلوب ما نمي باشد و بايد به روش صفحه برش جواب مطلوب را بيابيم. x*نباشد،

براي توضيح اين روش يك مسأله فرضي را در نظر بگيريد. در اولين گام، با حل مسأله بدون در نظر 
گرفتن شرط صحيح بودن متغير ها، به جواب بهينه زير مي رسيم: 

 

                                                
˺́ Cutting Planes 
˺̂ Gomory 
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اگر جدول بهينه به صورت بالا باشد جواب  حاصل به اين صورت خواهد بود: 
 

( )* 3.8 , 0 , 5.7 , 0 , 0x = 
 

حال بايد يك برش معرفي كنيم كه اين راس و نقاط اطراف آن را ببرد. براي اين كار مي توان از 
محدوديت اول يا سوم استفاده كرد. معادله اول را به اين صورت مي نويسيم: 

 
2 3 4 1 3

2 3 4 1 3 2 4 3

2.1 9.5 3 6.3 5.7

3 9 3 7 5 0.7 0.9 0.5 0.7

x x x s s

x x x s s x x s

− + + + − =
− + + + + − = − − − 

 
يعني كليه ضرايب و مقدار ثابت را به سمت پايين گرد كرده و به سمت چپ مي بريم و مقادير باقيمانده 
را به طرف ديگر مي بريم. چون هر متغير بايد مقدار صحيح بگيرد در نتيجه سمت چپ و به تبع آن سمت 

راست نيز يك عدد صحيح خواهد بود. با توجه به اين كه متغير ها منفي نمي باشند در نتيجه در سمت راست 
 مقاديري كسر مي شود كه سمت راست را مثبت نمي كند. در نتيجه داريم: 0.7از مقدار

 07.5.9.7. 342 ≤−−− sxx 
 

پس در هر جواب مطلوب مقدار سمت راست آخرين معادله مي تواند صفر يا منفي باشد. 
 اگر جواب به دست آمده را در اين محدوديت قرار دهيم مقدار مثبتي به دست خواهد آمد كه جواب 

دلخواه ما نيست. بنابراين چون متغير هاي پايه در سمت چپ قرار دارند، از معادله سمت راست جهت افزودن 
محدوديت به جدول استفاده مي كنيم و سطر زير را به جدول اضافه مي كنيم: 

 

 
 

 منفي مي باشد، بايد از پايه خارج شده و با تست نسبت همزاد، متغير ورودي به پايه 4sچون مقدار
مشخص شود. بعد از انجام عمليات روش سيمپلكس همزاد تا رسيدن به جواب بهينه دلخواه اين روش را 

پا
 يه

مقد
 1x 2x 3x 4x 5x 1s 2s 3s 4s ار

 0 7 0 0 9 0 0 5 0 0 0 0 7  

پا
 يه

مق
دا
 ر

1x 2x 3x 4x 5x 1s 2s 3s 

z  0 3.5 0 1.2 4.8 15.7 0 10 

3x 5.7 0 2.1− 1 9.5 0 3 0 6.3− 

2s 4 0 0 0 7 7− 10 4 8 1− 1 0 
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ادامه مي دهيم. استراتژي اساسي در تكنيك صفحه برش، افزودن برش هايي به محدوديت هايي كه ناحيه 
امكان پذير را تعريف مي كنند و سپس حل برنامه خطي حاصل است. اگر مقادير بهينه براي متغير هاي 

تصميم گيري در برنامه خطي همگي اعداد صحيح باشند، جواب بهينه است و در غير اين صورت يك برش 
جديد به دست مي آيد كه بايد به محدوديت ها افزوده شود. 

 
- روش برش تمام صحيح همزاد  2-4-3-2

فلسفه اين روش اين است كه كار را با جدولي كه تمام ضرايب و مقادير آن عدد صحيح است، شروع 
كنيم و اگر چنين نباشد، بايد با ضرب اعداد در معادلات آنها را صحيح كنيم. همچنين بايد در طول انجام 

عمليات صحيح بودن جدول را حفظ كنيم.  
در اين روش از يك راس صحيح شروع كرده و مسأله را ادامه مي دهيم تا به راس صحيح و بهينه برسيم. 

اين روش هنگامي استفاده مي شود كه شرط تعلق را نداشته، ولي شرط بهينگي را داشته باشيم.  
- باشد، جدول بعدي نيز تمام صحيح خواهد بود. اگر 1در هنگام چرخش لولا اگر عنصر چرخش لولايي 

- را بتوان به عنوان عنصر لولا 1- نبود، بايد برشي به جدول اوليه اضافه شود به گونه اي كه 1عنصر لولا 
انتخاب كرد. سپس عمليات چرخش لولا انجام مي شود.  

با يك مثال اين روش را نشان مي دهيم: 
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

min 5 8 3 2

2 4 3 15

3 2 10
s.t.

3 2 3 20

0,1,2,3, 1,2,3,4j

z x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x j

= + + +
− + + ≥− + + + ≥ + − + ≥ == 

 

 

 
 

در اينجا شرط تعلق را نداريم ولي شرط بهينگي را داريم، پس روش سيمپلكس همزاد را در نظر 
مي گيريم. 

- عدد لولا نخواهد شد. بنابراين بايد به 1اگر در جدول فوق هر كدام از عنصرها را خروجي قرار دهيم، 
دنبال برشي بگرديم تا به وسيله آن به جواب مطلوب برسيم.  

 1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s مقدار پايه

z 0 5− 8− 3− 2− 0 0 0 
1s 15− 2− 1 4− 3− 1 0 0 
2s 10− 1 3− 1− 2− 0 1 0 
3s 20− 3− 2− 3 1− 0 0 1 
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- مي باشد. پس طرفين معادله 3 را خروجي از پايه در نظر بگيريم، آنگاه عنصر لولا در جدول بالا 3sاگر
 تقسيم مي كنيم: 3مربوط را بر 

 
3

1 2 3 4 3

1 2 3 4 3

3 2 3 20

2 1 1 20

3 3 3 3

x x x x s

x x x x s

÷− − + − + = − →
−− − + − + =  

 
و حالا معادله اخير را به شكل زير مي نويسيم: 

 

1 2 3 4 2 4 3

1 1 2 1
7 0

3 3 3 3
x x x x x x s− − + − + = − − − ≤ 

 
با افزودن اين محدوديت و ايزوله كردن جدول، سطر آخر به اين صورت اضافه مي شود. 

 
- مي باشد كه در اين حال شرط صحيح بودن به راحتي حفظ 1در جدول جديد عنصر چرخش لولا 

مي گردد. پس از انجام عمليات چرخش لولايي، جدول زير حاصل مي گردد: 
 

 
 

با انجام هر چرخش لولا سعي مي كنيم شرط صحيح بودن را حفظ كنيم. اين عمل را آنقدر تكرار 
مي كنيم تا به جواب بهينه برسيم. 

 
- روش برش تمام صحيح اوليه 2-4-3-3

اصول و فلسفه اين روش مانند روش تمام صحيح همزاد مي باشد با اين تفاوت كه اين روش هنگامي 
 استفاده مي شود كه شرط بهينگي را نداشته، اما شرط تعلق را داشته باشيم. همچنين در اين روش عنصر 

 باشد. 1لولا بايد 
 

پا
 يه

مق
دا

 

1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s
 

پا
 يه

مق
دا
 ر

1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s 

z 14 3− 6− 5− 0 0 0 0 2− 
1s 6 1 4 7− 0 1 0 0 3− 
2s 4 3 1− 3− 0 0 1 0 2− 
3s 13− 2− 1− 2 0 0 0 1 1− 

          

www.ieun.ir Www.iepnu.com



56 
 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max 5 8 3 2

2 4 3 15

3 2 10
s.t.

3 2 3 20

0,1,2, 1,2,3,4j

z x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x j

= + + +
− + + ≤− + + + ≤ − − + ≤ == 

 

 
 نيست، 1براي اين مثال، در جدول اوليه شرط تعلق را داريم ولي شرط بهينگي را نداريم. چون عدد لولا 

پس يك برش ايجاد كرده و محدوديت جديد را اضافه كرده و ايزوله مي كنيم. 
 

 
 

 مي گردد: 3 را ورودي به پايه فرض كنيم، عدد لولا 2xاگر
 

1 2 3 4 2

1 2 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 4

3 2 10

1 1 2 1 10

3 3 3 3 3
1 2 1 2 1

3
3 3 3 3 3
3

x x x x s

x x x x s

x x x x x s

x x s

− + + + + =
− + + + + =
− + − = − − − −
− + + =

 

 
با اعمال اين برش جدول زير را خواهيم داشت: 

 

 
به همين ترتيب ادامه مي دهيم تا به جواب بهينه دست يابيم. 

پا
 يه

مق
دا
 ر

1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 4s 

z 24 13− 0 3− 2− 0 0 0 8 
1s 18 1 0 4 3 1 0 0 1 
2s 1 2 0 1 2 0 1 0 3− 

s 14 5 0 3 1 0 0 1 2 

پا
 يه

مق
دا
 ر

1x 2x 3x 4x 1s 2s 3s 

z 0 5− 8− 3− 2− 0 0 0 
1s 15 2 1− 4 3 1 0 0 

 10  3   0  0 
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- برش مسأله هاي مختلط 2-4-3-4

,0,1,2اگر مسأله مختلط بود، براي مثال اگر  1,2jx j==  و بقيه تنها قيد غير منفي بودن را 
داشتند، مانند قبل مسأله را پيوسته در نظر گرفته و حل مي كنيم تا به جواب بهينه برسيم. سپس آن را با 

در نظر گرفتن محدوديت ها بررسي مي كنيم. در صورتي كه جواب بدست آمده در محدوديت ها صادق بود، به 
جواب بهينه رسيده ايم؛ در غير اين صورت بايد برش انجام شود. 

 
مثال: 

 1x مقدار غيرصحيح را داراست. بنابراين محدوديت 1x بعد از حل بهينه به جوابي رسيده ايم كه در آن، 
را براي آن به اين صورت مي نويسيم: 

 
1 2 5 1 3

2 5 1 3 1 2

6.1 6 15.3 4.7 3.8

0.1 6 15.3 4.7 (3 6 ) 0.8

x x x s s

x x s s x x

+ − + + =
− + + = − − + 

 
در داخل پرانتزها عبارتي داريم كه مقدار ثابت آن صحيح است و در آن تنها متغير هاي صحيح با ضرايب 

صحيح آمده اند. بنابراين در هر جواب مطلوب مقدار آن عبارت عددي صحيح است. حال اگر: 
 

1 2 2 5 1 33 6 0 0.1 6 15.3 4.7 0.8x x x x s s− − ≥ → − + + ≥ 
 

 داريم: 5xبا حذف
 

2 1 30.1 15.3 4.7 0.8x s s+ + ≥ 
و اگر: 

1 2

2 5 1 3

3 6 1

0.1 6 15.3 4.7 0.2

x x

x x s s

− − ≤ − →
− + + ≤ − 

 
 داريم: 5x با حذف همه متغيرها غير از

 
5 56 0.2 24 0.8x x− ≤ − → ≥ 

 
با در نظر گرفتن دو رابطه فوق برش مورد نظر به دست مي آيد: 
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2 1 3

5 5

2 5 1 3

0.1 15.3 4.7 .8

6 .2 24 .8

0.1 24 15.3 4.7 .8

x s s

x x

x x s s

+ + ≥ →− ≤ − → ≥
→ + + + ≥

 

 
توجه كنيد كه در اينجا ما دو نامعادله را با هم جمع نكرديم. چرا كه هر دو نمي توانند با هم اتفاق بيافتند 

و اگر يكي اتفاق بيفتد ديگري اتفاق نخواهد افتاد. 
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- روش شمارشي 2-4-4
در روش شمارشي يك سري از جواب هاي امكان پذير مسأله را به ترتيب خاصي مرتب كرده و براي 

بهينگي كنترل مي كنيم. 
 

- ترتيب لغتنامه اي 2-4-4-1
ترتيب لغتنامه اي يك روش براي مرتب سازي يك سري داده است كه مي تواند به شكل برداري نيز باشد. 

براي مثال براي ترتيب بندي چند اسم مي توان از اين روش به اين صورت استفاده كرد. 
مثال: 

براي مرتب سازي سري داده زير به اين ترتيب عمل مي كنيم. 
 

محمود، محمد، مسعود، سعيد 
 

ابتدا حروف اول را با هم مقايسه مي كنيم، سعيد در ابتداي ليست قرار مي گيرد؛ اما بقيه در يك رده قرار 
دارند. بنابراين براي سه اسم باقيمانده از مقايسه حروف دوم استفاده مي كنيم. در اين مقايسه مسعود در 
مكان چهارم قرار مي گيرد. حال براي مقايسه محمود و محمد حروف سوم را مقايسه مي كنيم. اما حروف 

سوم با هم برابرند. بنابراين حرف چهارم آنها را با هم مقايسه مي كنيم كه در اين ترتيب محمد در مكان دوم 
و محمود در مكان سوم قرار مي گيرد؛ پس ترتيب مورد نظر به اين صورت نتيجه مي شود: 

 
سعيد - محمد - محمود - مسعود. 

 
در اين مبحث نيز ترتيب لغتنامه اي براي مرتب كردن بردار ها به كار مي رود. براي تعيين بردار كوچكتر 

0بايد مولفه هاي متناظر را از سمت چپ با هم مقايسه نموده و بردار ها را مرتب كنيم. بردار 
 اگر موجود 

باشد همواره كوچكترين بردار مي باشد. 
 

مثال: 
بردار هاي زير را با استفاده از ترتيب لغتنامه اي مرتب كنيد. 

 
1 0 1 0

2 2 0 2

3 4 5 0

A B C D

              = = = =                     
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Bمولفه هاي اول را با هم مقايسه مي كنيم و مي بينيم كه در
و D

،است. بنابراين، اين دو 0 مولفه اول 
بردار از بقيه كوچكترند. سپس به سراغ مولفه هاي دوم اين دو بردار مي رويم و از آنجا كه مولفه هاي دوم اين 

Dدو بردار با هم برابرند، مولفه هاي سوم را مقايسه مي كنيم. با مقايسه مولفه هاي سوم، بردار كوچكتر
 در 

Bابتدا قرار مي گيرد و بردار
در رديف دوم مرتب مي شود. براي مقايسه بردار هاي A

و C
 از آنجا كه مولفه ،

C است به سراغ مولفه دوم مي رويم و در نتيجه بردار1اول هر دو بردار برابر
از بردار A

 كوچكتر شناخته 
مي شود، پس چهار بردار فوق به ترتيب لغتنامه اي به شكل زير مرتب مي شوند: 

 
0 0 1 1

2 2 0 2

0 4 5 3

              → → →                     
D يا  B C A→ → →   

 
- روش شمارش كامل 2-4-4-2

يك راه حل براي مسأله هايي كه داراي متغير هاي صحيح هستند، روش شمارش كامل است. بدين معني 
كه كليه ترتيبات ممكن متغير ها را فهرست كرده و بهترين آنها را كه امكان پذير باشد، انتخاب مي كنيم. اين 

شيوه براي مسأله هاي كوچكي كه تنها چند متغير دارند، خيلي خوب كار مي كند. 
اگر مسأله ما به صورت كلي زير باشد:  

min ( )

( )
s.t.

, { | 0 , }
i i

f x

g x b

x S S x x u x z

≥ ∈ = ≤ ≤ ∈
 

يك راه ساده اينست كه نقاطي كه مختصات صحيح دارند را در نظر بگيريم و تك تك اين نقاط را بررسي 
 (ابر مكعب Sكنيم تا بهترين جواب مشخص شود. حلقه زير تمام نقاط با مختصات صحيح در مجموعه

uxمستطيل  ) را با ترتيب لغتنامه اي توليد مي كند. 0≥≥

nn utoxDO

utoxDO

utoxDO

0

0

0

22

11

=
=

=


 

 
 را تك تك بررسي كنيم، شمارش كامل انجام شده است. Sاگر همه نقاط در مجموعه

 
19F- روش شمارش جزيي يا ضمني2-4-4-3

 

                                                
˻˹ Implicit Enumeration 
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 را بررسي مي كنيم. در روش شمارش جزيي سعي Sدر روش شمارش كامل، همه نقاط در مجموعه
مي كنيم تعداد نقاط مورد بررسي را كاهش دهيم، به طوري كه در نهايت جواب بهينه به دست آيد. در 

توابعي كه غير كاهشي يكنوا باشند، يعني اگر: 
)()(,, '" xfxfxxSxSx ′′≥′→′′≥∈∀∈′∀ 

 
 باشد، مي توان از اين روش استفاده كرد. ممكن است يك تابع پيوسته، غير كاهشي نباشد، ولي به صورت 

xxxfگسسته، غير كاهشي يكنوا باشد. براي مثال تابع  −=  به صورت پيوسته تابعي غير كاهشي )(2
(0)نيست. زيرا داريم: 0f /1) و = 2) 1/ 4f = (1) و − 0f . ولي اين تابع غير كاهشي يكنواي گسسته =

است. 
 توابعي غير كاهشي باشند. در روش شمارش كامل بردار هايي كه g وfحال فرض كنيد توابع مورد نظر

بايد در نظر بگيريم چنين مي باشند: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1
1 2

0,0, ,0 0, 0,0, ,0,1 , , 0,0, ,

0,0, ,0,1,0 , , , , ,

n
N

n N
n

x x x u

x x u u u U+
= = = =
= ==

   


  
 

 
تعداد بردار هاي موجود برابراست با: 

 

∏= += n

j
juN

1

)1( 

 
01بردار هاي فوق داراي ترتيب لغتنامه اي مي باشند، يعني  =xرا اولين بردار و Nx را آخرين بردار 

مي دانيم و بقيه نيز داراي ترتيب مي باشند. اين ترتيب يك ترتيب يگانه مي باشد و ترتيب ديگري براي آنها 
 بدين ترتيب تعريف مي كنيم: ′x يك بردارxنمي توانيم در نظر بگيريم. براي هر بردار

 
1 if

Does not exist if

k k
k

k

x x u
x x x

x u

+ =/′= ⇒ =  = 

 
 بزرگترين بردار در ترتيب لغتنامه اي بردار ها x@ تعريف مي كنيم.x@ يك بردارx و نيز براي هر بردار

 در ترتيب لغتنامه اي، ترتيب جزيي را هم داشته باشند. x@ وxاست، مشروط بر اين كه كليه بردار هاي بين
يعني: 
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20F

@ @,
L L

y x y x x y x∀ ≤ ≤ → ≤ ≤

( ) ( )
1 1

2 2 @
1 2 1 2, , ,..., , ,..., ,...,n k n

n n

x y

x y
x y x x x x x x x u u

x y

≤ ≤≤ → = → = ≤


 

 
ux آنگاه x=0اگر   از سمت راست شروع كرده و x@براي به دست آوردن . در غير اين صورت@=

اولين عنصر غير صفر را جستجو مي كنيم. 
 

( ) 0,....,,0,,...,, 121 ==/= + nkkn xxxxxxx 
 

 و سمت راست آن را برابر حد بالا قرار x،kx@ است، بنابراين درkxدر مثال بالا اولين عنصر غير صفر 
1kxتا 1xداده و  را برابر مقادير خودشان قرار مي دهيم. به عنوان مثال:  −

( ) ( )( ) ( )nnn

n

uuuxx

uxx

,,,1,...,0,5,00,0,1,1...,0,5,0

,...,0,0,01,...,0,0,0

12
@

@

−−=⇒=
=⇒= 

 
 هم تعريف مي شود: x# يك بردار xبراي هر

 

( )@ @
#

@

'
if

Does not exist if

x x u
x

x u

 ≠=  =
 

 
 در ترتيب لغتنامه اي است كه ممكن است وجود نداشته باشد. براي به x@ اولين بردار پس از x#بردار 

 شروع مي كنيم و به دنبال اولين عنصر غير x از سمت راست يعني آخرين مولفه بردارx#دست آوردن بردار 
 را بررسي jx−1 اولين عنصر غير صفر باشد، عنصر قبل از آن يعني jxصفر مي گرديم. به عنوان مثال اگر

 مي رويم و به همين ترتيب ادامه مي دهيم تا jx−2 در حد بالاي خود بود، به سراغ jx−1مي كنيم. اگر
 را اضافه مي كنيم. سپس همه مقادير سمت 1 عدد kx پيدا شود كه در حد بالايش نباشد. به اينkxاولين

  هاي قبل xراست را صفر  قرار مي دهيم و مقادير سمت چپ را به همان صورت باقي مي گذاريم. اگر همه
 وجود ندارد. x# در حد بالاي خود بود، بردار jxاز

 
مثال: 

)اگر  )2,3,1,2,30 ≤≤ xباشد، ابتدا N .را محاسبه مي كنيم 
                                                

˻˺ L= Lexicographic 
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( ) 288342341

5

1

=××××=+=∏=j juN 

 
 آمده است. براي x# وx′،@x هاx نقطه داريم كه بايد كنترل شوند. در زير براي برخي288يعني در كل 

 مربوط جمع مي كنيم. (سيستم چرتكه اي) x را به صورت عددي با بردار1 عدد′xبه دست آوردن بردار
 

 
 

) بايد كنترل كنيم كه آياx=0با شروع از  )@ , 1,...,i ig x b i m≥  صادق است يا نه ؟ =
 وجود دارد كه درمحدوديت ها صادق است؛ و اگر x@ وxاگر اين شرط برقرار باشد گوييم نقطه اي بين

 نقطه اي وجود ندارد كه در آن محدوديت صادق x@ وxاين شرط براي محدوديتي صادق نباشد، آنگاه بين
باشد. دليل اين امر اينست كه: 

( ) ( ) ( ) iiii

LL
bxgygxgxyxxyx <≤≤→≤≤→≤≤ @@@ 

 
اي وجود ندارد كه در آن محدوديت صادق باشد و اين بدين معني است كه ما به طور y پس هيچ بردار 

 اگر موجود باشد، x# را كنترل كرده ايم. اگر شرايط فوق برقرار باشد، برايx@ وxضمني تمام نقاط بين
)همين عمل را انجام مي دهيم. اگر )f x تابع غير كاهشي نباشد و آن را بتوانيم به وسيله تفاضل دو تابع 

غيركاهشي بنويسيم: 
( ) ( ) ( )

( )1 2min

1,...,
s.t.

0
i i

f x f x f x

g x b i m

x u

= −
 ≥ = ≤ ≤

 

 
) همچنين براي  )xg i ها هم، اگر توابعي غير كاهشي نباشند ولي بتوانيم آنها را به صورت تفاضل دو تابع 

)غيركاهشي )1ig x و ( )2ig x  .بنويسيم؛ امكان شمارش ضمني وجود دارد 
( ) ( ) ( ) iiii bxgxgxg ≥−= 21 

 

x x′ @x #x 

0 ( )1,0,0,0,0 Nxu = 
وجود 
) ندارد )1,0,0,0,0 ( )2,0,0,0,0 ( )0,0,0,0,2 ( )0,1,0,0,0 ( )0,0,0,1,0 ( )1,0,0,1,0 ( )2,3,1,2,0 ( )0,0,0,0,1 ( )0,3,1,2,1 ( )1,3,1,2,1 ( )2,3,1,2,1 ( )0,0,0,0,2 
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)براي اين كار، حد بالاي تابع  )xg i را ( ) ( )xgxg ii 2
@

1 ) قرار مي دهيم؛ چون اگر تمام − )yg i ها را
محاسبه كنيم، هيچيك از مقدار فوق بزرگتر نمي شود.  

)اگر ) ( )@
1 2i i ig x g x b−  جوابي وجود داشته باشد. ولي اگر x@ وx صادق باشد، ممكن است بين≤

 x# وجود ندارد كه در اين محدوديت صادق باشد؛ بنابراين به سراغ x@ وxصادق نباشد، نقطه اي بين
مي رويم. 
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الگوريتم روش حل به صورت زير است: 
 

 

 
 

 

@( ) ( )
1 2

i such that

g x g x b
i i i

∃
− <

 

0x

f

←
←∞ 

fxf <)(

( )

i such that

g x b
i i

∃
<

( )f f x

x x

←
← 

 exists?x′
 

#xx ← 

پايا
 

شروع 

x x′← 

بل
 

بل
 

بل
 

بل
 

#  exists?x

 

بل
 

خي
 

 
 

@
1 2( ) ( )f x f x f− < 

 

بل
 

خي
 

خي
خي 

 

خي
 

خي
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مثال: 
( ) 322

1

2 2
1 2

2 3
2 3

1 2 3

1

2

3

min 3 2

10

15

2 3 5 20
s.t.

0,1, ,5

0,1, ,7

0,1, ,4

xxf x x

x x

x x

x x x

x

x

x

= + +
 + ≥ − ≥ − + ≥ = = =







 

 
 اما به صورت .در اين مثال محدوديت هاي دوم و سوم به صورت يك تابع يكنواي غيركاهشي نيستند

تفاضل دو تابع غير كاهشي قابل نمايش مي باشند 
 

( ) 322
1

2 2
1 2

2 3
2 3

1 3 2

1

2

3

min 3 2

10

( ) ( ) 15

(2 5 ) (3 ) 2 0
s.t.

0,1, ,5

0,1, ,7

0,1, ,4

xxf x x

x x

x x

x x x

x

x

x

= + +
 + ≥ − ≥ + − ≥ = = =







 

 
@0x x U= → = 

 
 محاسبه مي كنيم و داريم:  x@محدوديت اول را در نقطه 

 
1075 22 ≥+ 

 
 قرار مي دهيم:  x را از3x وx@ را از2xكه در نتيجه محدوديت اول برقرار مي باشد. براي محدوديت دوم

10072 ≥− 
 

براي محدوديت سوم نيز مانند محدوديت دوم عمل مي كنيم. 
] را براي بردارx@اگر بخواهيم ]0 0 1x′  را nx شروع مي كنيم و مقدار nx به دست آوريم، از =

 را همان مقدار بردار قرار مي دهيم: xقرار مي دهيم و بقيه x@مقدار
[ ] [ ]@0 0 1 0 0 4x x′ = → = 
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] در محدوديت اول صادق نباشد، هيچكدام از بردار هاي بين′xاگر بردار اول ]0 0 ] و1 ]0 0  در 4

بردار صادق نخواهند بود: 
 

[ ] [ ]
[ ]
[ ]

@

#

@

0 0 1 0 0 4

0 1 0

0 7 4

x x

x x

x

′ = → =
→ = =
→ =

 

 
]و بردار ]@ 0 7 4x  هم در محدوديت  سوم صدق نمي كند: =

 
0 49 10

49 0 15

0 20 3 17 20

+ ≥
− ≥
+ − = <

 

 
در نتيجه بردار هاي بين اين دو هم درمحدوديت ها صدق نخواهد كرد و شمارش شده اند. 

[ ]
[ ]
[ ]

@

#

@

0 7 4

1 0 0

5 7 4

x

x x

x

=
→ = =
→ =

 

 
و به همين ترتيب شمارش را ادامه مي دهيم. 

 
x :هاي بعدي به صورت زير هستند 

 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

@

@#

# @

@

# @

1 0 1 , 1 0 4

1 1 0 , 1 7 4

2 0 0 , 5 7 4

2 0 1 , 2 0 4

2 1 0 , 2 7 4

x x

x xx

x x x

x x

x x

==
===

= = =
==
==

 

 
 در حل يك مسأله به روش شمارش ضمني ترتيب متغير ها ميتواند در زمان حل آن مسأله تاثير نكته:

داشنه باشد. 
 

 تمرين:
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- بودجه بندي سرمايه: دو سرمايه گذاري با فرآيندهاي مالي متفاوت، بر حسب هزار دلار در جدول نشان 1
 دلار. با فرض 7000، 1 دلار براي سرمايه گذاري موجود است و در زمان 10000 0داده شده اند. در زمان 

0.1rاينكه نرخ بازگشت سالانه برابر با  ارزش فعلي " تنظيم كنيد كه پاسخ آن مقدار LP است، يك مدل =
21Fخالص

 .به دست آمدع از اين سرمايه گذاري ها را ماكزيمم كند 
 

 
 

22F- زمان بندي چند دوره اي:2

 :يك شركت بيمه در طي شش ماه آينده به تعداد زير رايانه نياز دارد 
 

 
 

 دلار و 350 دلار، 200مي توان رايانه ها را براي دوره هاي يك، دو و سه ماهه به ترتيب با قيمت ماهيانه 
 فرمول بندي كنيد به نحوي كه هزينه اجاره حداقل گردد. LP دلار اجاره كرد. يك مساله 450
 
- تعداد شش شهر در يك كشور وجود دارد. اين كشور بايد مشخص كند كه ايستگاه هاي آتش نشاني 3

 دقيقه اي هر 15كجا ساخته شوند به نحوي كه در هر شهر حداقل يكي از ايستگاه هاي آتش نشاني در فاصله 
شهر باشد. زمان لازم براي جا به جايي پين شهر ها در جدول زير آورده شده است: 

 

 
                                                

˻˻ Net Present Value 
˻˼ Multi Period Work Scheduling 

شهر  10    
2 

شهر  20 25   
3 

شهر  30 35 15  
4 

شهر  30 20 30 15 
5 

      

 زمان 
3 2 1 0  
9+  7+  5-  6- گذاری سرمايه 

1 
7+  9+  3-  8- گذاری سرمايه 

2 

فرورماه 
دين 

ارديب
هشت 

خرد
اد 

تي
ر 

مرد
اد 

شهري
ور 

 5 10 9 7 5 9تعد
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 فرمول بندي كنيد كه تعداد و مكان هاي ايستگاه هاي آتش نشاني را مشخص كند. IPيك مدل 

 
- يك شركت چسب سازي سه نوع متفاوت از چسب را در دو خط توليد متفاوت، توليد مي كند. هر خط 4

 كارگر را به كار گيرد. كارگراني كه در خط توليد شماره يك به كار گرفته شوند، 7توليد مي تواند حداكثر 
 دلار در هفته حقوق 900 دلار در هفته و كارگراني كه در خط توليد شماره دو به كار گرفته شوند، 500

 دلار هزينه دارد و 2000 دلار و خط دو 1000دريافت خواهند كرد. براي يك هفته كاري، تنظيم خط يك 
 :هر يك از كارگران به مقدار نشان داده شده در جدول زير چسب توليد خواهد كرد

 

 
 

 واحد 200 و 2 واحد از چسب شماره 150 واحد از چسب شماره يك، 120با توجه به اينكه در هر هفته 
   فرمول بندي كنيد كه هزينه هفتگي را بهينه كند.IP بايد توليد شود؛ يك مدل 3از چسب شماره 

دست آوريد:  - جواب بهينه ماتريسهاي هزينه زير را با روش مجارستاني به5
 

















8107108

54327

813111210

571098

22546

  

و 

















1210538

54327

83111210

581097

62534

 

 
بار با فرض هزينه وديگر بار به عنوان سود بدست  - جواب بهينه ماتريس زير را با روش مجارستاني يك6

آوريد: 
 

  1چسب  2چسب  3چسب 
خط توليد  20 30 40

1 
خط توليد  50 35 45
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8234

7562

4923

90814
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زيرمسئله مي توانيد از هر روش دلخواه   زير را با روش شاخه كرانه حل كنيد. براي حل هرIP- مسئله 7
يا نرم افزار استفاده كنيد. 

 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 8 5

5 6

s.t. 9 5 45

0 ,i

z x x

x x

x x

x x x

= +
+ ≤ + ≤ ≥ ∈ 

 

 
- مسئله تخصيص زير (سود) را با روش شاخه و كرانه حل كنيد. 8

 

 
















416128

1432

5201510

31296

 

 
 صحيح هستند. اگر در جدول بهينه پيوسته 3 و 2 و 1- در يك مدل برنامه ريزي خطي متغيرهاي 9

محدوديتي كه در آن متغير پايه است به صورت زير باشد برش مربوط به اين محدوديت را به دست آوريد: 
 

2 3 4 5 6

7 9 17
2 2

3 4 5
x x x x x− + + − + = 

 
 
 زير برش مربوط به محدوديت اول را در جدول وارد كنيد.(همه متغيرها صحيح IP- براي برنامه 10

هستند). 
 

 
(جواب بهينه) 

 
- مسئله زير را با روش شمارش ضمني حل كنيد 11

 

5x 4x 3x 2x 1x  پايه مقدار
3 1 0 0 2  z 

0.25 1.5 1 0 3.5− 17
3 3x 

1 1.5− 0 1 5
3 1.6 4x 
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3 2
1 2

2 2
1 2

2 2
2 3

1 2 3

min 5 2 3 10

10

10
s.t.

3 2 10

0,1,3 1,2,3i

z x x x

x x

x x

x x x

x i

= + + +
 + ≥ + ≥ + + ≥ ==
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فصل سوم - برنامه ريزي پويا 
 

 
- مقدمه 3-1

برنامه ريزي پويا يك شيوه بهينه سازي است كه مسأله هاي پيچيده را به دنباله اي از مسأله هاي ساده 
تبديل مي كند. مشخصه اصلي آن در ماهيت چند مرحله اي اين روش بهينه سازي است. برنامه ريزي پويا يك 

چارچوب كلي براي تجزيه و تحليل خيلي از مسأله ها ارائه مي دهد. در اين چارچوب روش هاي گوناگوني از 
بهينه سازي براي حل صور مختلف مسأله ها قابل به كار گيري مي باشد. 

در اين روش ابتدا بايد مرحله هاي يك مسأله را تعريف كنيم. به عبارت ديگر بايد مسأله را به دنباله اي از 
مسائل ساده تر تجزيه كنيم. پس از تعريف مرحله ها بايد در نظر داشته باشيم كه هر مرحله ممكن است از 

يك يا چند حالت تشكيل شده باشد. 
 

- اصل بهينگي 3-2
 و تصميم فعلي هر چه كه باشد، باقيمانده تصميمات UحالتUهر سياست بهينه داراي اين خاصيت است كه 

بايد بهينه باشند. 
در مسأله هاي برنامه ريزي پويا، هر مسأله را مي توان به صورت يك شبكه در ذهن مجسم كرد، كه در آن 

اگر تابع هدف به صورت حداكثر باشد، به دنبال طولاني ترين مسير مي گرديم و اگر تابع هدف به صورت 
حداقل باشد، كوتاهترين مسير بين دو يا چند گره را مي جوييم. اصل بهينگي گوياي اين نكته است كه 

هرگاه در يك گره باشيم، بايد باقيمانده تصميمات بهينه باشد؛ تا مسير تعيين شده بهينه باقي بماند و گره 
در مسير بهينه قرار گيرد. اگر حتي در يك قدم، تصميم غير بهينه بگيريم، سياست، سياستي بهينه نخواهد 

بود. 
در اين روش، مي توانيم حركت خود را از مرحله اول و يا از مرحله آخر شروع كنيم. اگر حركت از مرحله 

 مي گوييم. Uحركت پسروU و اگر از آخرين مرحله شروع شود، به آن Uحركت پيشروUاول شروع شود، به آن 
حركت پسرو براي تمام مسأله ها، قابل استفاده است، اما حركت پيشرو براي مسأله هاي احتمالي به كار 

 نمي رود.

 
- ويژگي هاي اصلي برنامه ريزي پويا 3-3

 مرحله تقسيم كرد و در هر مرحله بايد يك تصميم گرفته شود. به nهر مسأله را مي توان به .1
 عبارت ديگر مسأله عبارتست از دنباله اي از تصميمات مرتبط با يكديگر.

هر مرحله تعدادي حالت دارد. بطور كلي حالات عبارتند از وضعيتي كه ممكن است سيستم در  .2
 آن مرحله داشته باشد. در تعيين حالت براي يك مسأله، جواب به دو سوال مي تواند مفيد باشد:
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الف) چه چيزي مرحله ها را به هم مرتبط مي كند؟ 
ب) به چه اطلاعاتي نياز است تا بتوان تصميم مجاز را انتخاب كرد؛ بدون اين كه تصميمات قبلي 

مشخص شده باشند. 
در هر حالت از هر مرحله با اتخاذ يك تصميم حالت مرحله فعلي به حالتي در مرحله ديگر  .3

 انتقال  مي يابد.

اين روش حل به گونه اي طراحي شده است كه جواب بهينه مسأله اصلي را بيابد يعني تعيين  .4
سياست بهينه در هر حالت از هر مرحله. يعني اينكه تصميم بهينه در يك مرحله خاص بستگي 

به حالت آن مرحله دارد نه اينكه چگونه به آن حالت رسيده ايم. اين به اصل بهينگي براي 
 برنامه ريزي پويا معروف است.

با فرض معلوم بودن حالت در هر مرحله، سياست بهينه در مورد مرحله هاي باقيمانده، مستقل از  .5
 سياستي است كه در مرحله هاي قبلي اتخاذ شده است.

حل اين نوع از مسأله ها با پيدا كردن جواب بهينه مربوط به كليه حالت هاي مرحله آخر در  .6
 حركت پسرو و مرحله اول در حركت پيشرو آغاز مي گردد.

سياست بهينه هر حالت از هر مرحله را مي توان با يك رابطه برگشتي و با فرض معلوم بودن  .7
سياست بهينه تمام حالت هاي مرحله بعدي در حركت پسرو و مرحله قبلي در حركت پيشرو 

 مشخص ساخت.

با بكارگيري اين رابطه برگشتي حل از آخرين (اولين) مرحله شروع ميگردد و مرحله به مرحله  .8
به عقب (جلو) ميرود تا مرحله اول (آخر) نيز حل گردد. اين كار به يافتن جواب بهينه براي كل 

مسأله منتهي مي شود. 
 

- حركت پسرو و پيشرو و مرحله و حالت 3-4
براي حل هر مسأله خاص، مرحله هاي خاص خودش را تعريف مي كنيم؛ مثلا براي مسأله هايي كه به زمان 
بستگي دارند، مي توان واحد زمان را مرحله در نظر گرفت و در مسأله هايي كه مكان مطرح است، هر مكان را 

مي توان يك مرحله در نظر گرفت. 
 

مثال: 
قسمتي از يك شهر را در نظر بگيريد. مي خواهيم براي خريد از منطقه مسكوني به بازار برويم، به صورتي 

كه در كمترين زمان به محل مورد نظر برسيم. در شكل زير اين مسأله نشان داده شده است. دايره ها به 
منزله تقاطع ها مي باشند و اعداد، زماني است كه در هر تقاطع تلف مي شود. گام ابتدا تعيين مرحله ها و 

حالت ها و متغير هاي تصميم گيري مي باشد. 
 

 هر ستون را يك مرحله در نظر مي گيريم. مرحله:
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 هر تقاطع در هر ستون را يك حالت مي ناميم. حالت:
 

 
 

با توجه به اين كه مسأله قطعي است، حركات پسرو و پيشرو، هر دو، كاربرد دارند. در اينجا هر دو حركت 
را نشان مي دهيم:  

 
الف) حركت پسرو 

در حركت پسرو، حركت را از مرحله آخر شروع مي كنيم و به سوي مرحله اول مي رويم. در هر مرحله 
حداقل زمان ممكن براي رسيدن به تمام حالتهاي آن مرحله را به دست مي آوريم و پس از رسيدن به مرحله 

اول با توجه به مسيري كه حداقل زمان را نتيجه داده است، جواب بهينه را تعيين مي كنيم. 
حركت را از مرحله چهارم شروع مي كنيم و به سوي مرحله اول حركت مي كنيم. در مرحله چهارم مقدار 

 مي باشد. درگام بعدي براي رفتن به مرحله 7 و 8 و 9 و 6 و 12 تقاطع به ترتيب 5زمان توقف در هر يك از 
 بايد كمترين زمان ممكن براي رسيدن به مقصد را به اين صورت به دست آوريم: 3

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ){ }

16 min 10 12 , 10 6

14 min 8 6 , 8 9

12 min 4 9 , 4 8

9 min 2 8 , 2 7

12 min 5 7

= + +
= + +
= + +
= + +
= +
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 مرحله 1 در مرحله سوم، دو مسير يكي از حالت 1به عنوان مثال در رابطه اول، براي رسيدن به حالت 
 مرحله سوم با هم مقايسه 1 مرحله چهارم به حالت 2 مرحله سوم و ديگري از حالت 1چهارم به حالت 

شده اند. 
 

 مي رويم: 2در گام بعد به مرحله 
 

( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

22 min 6 16

18 min 4 16 , 4 14

19 min 7 14 , 7 12

12 min 3 12 , 3 9

15 min 6 9 , 6 12

= +
= + +
= + +
= + +
= + +

 

 
 مي رويم: 1و در آخرين گام به مرحله 

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ){ }

23 min 5 22 , 5 18

21 min 3 18 , 3 19

19 min 7 19 , 7 12

16 min 4 12 , 4 15

23 min 8 15

= + +
= + +
= + +
= + +
= +

 

 
در شكل زير طول بهترين مسير براي رسيدن به هر يك از تقاطع ها را در كنار آن نوشته ايم: 
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 در مرحله اول شروع 4همانطور كه ديده مي شود، كمترين زمان براي مسيري به دست آمد كه از حالت 

مي شود. بنابراين براي تعيين مسير بهينه روابط را دوباره بررسي مي كنيم تا مسير بهينه را بيابيم. درنتيجه 
 مرحله اول به 4 و با حركت از حالت 16براي حركت از مناطق مسكوني به بازار كمترين اتلاف زمان، برابر 

 مرحله چهارم به دست مي آيد. 5 مرحله سوم و به حالت 4 مرحله دوم، سپس به حالت 4حالت 
 

ب) حركت پيشرو 
در حركت پيشرو نيز همانند حركت پسرو عمل مي كنيم؛ با اين تفاوت كه به جاي شروع حركت از مرحله 

آخر، از مرحله اول شروع به حركت كرده و به سمت مرحله آخر مي رويم. 
 

حركت را از مرحله اول شروع مي كنيم و به سوي مرحله چهارم حركت مي كنيم. در مرحله اول مقدار 
 2 مي باشد. درگام بعدي براي رفتن به مرحله 8 و 4 و 7 و 3 و 5 تقاطع به ترتيب 5زمان توقف در هر يك از 

بايد كمترين زمان ممكن براي رسيدن به مقصد را به اين صورت به دست آوريم: 
 

( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

11 min 5 6

7 min 5 4 , 3 4

1 0 min 3 7 , 7 7

7 min 7 3 , 4 3

11 min 4 6 , 8 6

= +
= + +
= + +
= + +
= + +

 

 
 مي رويم: 3در گام بعد به مرحله 

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

17 min 11 10 , 7 10

15 min 7 8 , 10 8

11 min 10 4 , 7 4

9 min 7 2 , 11 2

= + +
= + +
= + +
= + +

 

( ){ }16 min 11 5= + 
 

 مي رويم: 4و در آخرين گام به مرحله 
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( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

29 min 17 12

21 min 17 6 , 15 6

20 min 15 9 , 11 9

17 min 11 8 , 9 8

16 min 9 7 , 16 7

= +
= + +
= + +
= + +
= + +

 

 
در شكل زير طول بهترين مسير براي رسيدن به هر يك از تقاطع ها را در كنار آن نوشته ايم: 

 
 

همانطور كه ديده مي شود، در اين روش نيز مسير بهينه همانند حركت پسرو به دست آمد. 
 

 در حركت پيشرو و پسرو، جواب نهايي يعني مقدار بهينه و مسير هاي بهينه، يكسان است. :1نكته 
 در حركت پسرو، خروجي هاي هر حالت و در حركت پيشرو، ورودي هاي هر حالت مجموعه :2نكته 

تصميمات مجاز را مشخص مي كنند. 
 در حركت پسرو، معيار انتخاب مسير، طول مسير بهينه از هر حالت تا مقصد است؛ در حالي كه :3نكته 

در حركت پيشرو معيار انتخاب ، طول مسير بهينه از مبدا تا حالتي است كه در آن قرار داريم. 
 

درحالت كلي اگر بدون شكل بخواهيم مسأله اي را حل كنيم، بايد روابط بازگشتي، مرحله ها و حالت ها را 
بنويسيم. رابطه بازگشتي با توجه به نوع حركت، يعني پيشرو و يا پسرو بودن آن، نوشته مي شود. 

 
- رابطه بازگشتي براي حركت پسرو 3-5
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 kS باشيم. مي خواهيم مسير بهينه از گرهkS و در يك حالت دلخواه مثلا حالتkفرض كنيد در مرحله
 به گره مقصد را kSبه گره مقصد را پيدا كنيم. طبيعي ترين راه اينست كه كليه مسير هاي موجود، از گره

بررسي كنيم و پس از پيدا كردن اندازه هر مسير و مقايسه بين آن ها، كوتاه ترين مسير را انتخاب كنيم. به 
اين روش شمارش كامل گويند. 

 
تعريف هاي زير را در نظر بگيريد: 

 
: kحالت در مرحله

kS 
 تا مقصد: k مرحلهkSطول مسير بهينه از حالت

 ( توجه كنيد كه نوع حركت، پسرو است.) 
( )k kU S 

: k مرحلهkSمجموعه تصميمات مجاز در حالت
(كليه كمان هايي كه از گره خارج مي شوند.) 

kD 

 
در حركت پسرو، حالت مرحله بعدي، تابعي است از حالت فعلي و تصميم مجازي كه گرفته مي شود. 

يعني: 
 ( )1 ,    , , 1j j jS g S d j k n+ = = −  
 

براي شمارش كامل داريم: 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ){ }

( )

( )
( )

( )

1

1

1

1 1 1

,
, ,
, , 1

,

1 1 1

,
1, ,
1, , 1

,

,
min

,

min ,

,

min

,

min

i i

j j j

k k

k k k

i i

j j j

k k k

k k k
k k

d D
S g S d
i k n

n n nj K n

k k k k k
d D
S g S d

k k k

d D
S g S d n n n
i k n
j K n

k k
d

f S d

f S d
U S

f S d

U S f S d

f S d

f S d

U S

+

+

+

+ + +
∈
=

== −

∈=

+ + +

∈
=

= += + −

  + =  +  + 
⇒ =

  + +  + 
⇒ =
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( ) ( ){ }

( )1

1 1

,

n 1 1
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, 1, ,1 , 0

k k

k k k
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S g S d
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f S d U S
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اگر در مسأله اي، طول مسير از ضرب كمان ها به دست بيايد، مثل مسير هاي احتمالي كه از ضرب 

احتمال ها به دست مي آيند؛ قرار مي دهيم: 
 ( ) 111 =++ nn SU 
 

- رابطه بازگشتي براي حركت پيشرو 3-6
اگر حركت به صورت پيشرو باشد، شروع آن از مرحله اول است و طي آن طول مسير بهينه از مبدا تا هر 
گره در هرحالت از هر مرحله را به دست مي آوريم. بنابراين ورودي هاي به هر گره، مجموعه تصميمات مجاز 

را مشخص مي كند. همچنين، در طول مسير، در هر گره اي كه قرار گرفتيم؛ طول تمام مسير هايي كه از مبدا 
شروع شده و به آن گره ختم مي شود را به دست آورده و با هم مقايسه مي كنيم: 

 
: kحالت در مرحله 

kS 
: k مرحلهkSطول مسير بهينه از مبدا تا حالت

 ( توجه كنيد كه نوع حركت، پيشرو است.) 
( )k kU S 

: k مرحلهkSمجموعه تصميمات مجاز در حالت
(كليه كمان هايي كه به گره وارد مي شوند.) 

kD 

 
در حركت پيشرو، حالت مرحله قبلي، تابعي است از حالت فعلي و تصميم مجازي كه گرفته مي شود. ولي 

)براي اين نوع از حركت، نوع نوشتن محدوديتها متفاوت است. يعني:  )1 ,    2, ,j j jS g S d j k− ==  

 
براي شمارش كامل داريم: 
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d D
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( )
( )

( )

( )
( )

1

0 0

1 1
,

1, ,
0

,
min

k k

k k k

k k k

k k
d D k k
S h S d
k n
U S

f S d
U S

U S
−
∈ − −== =

  ⇒ =  +  


 

 
و درحالت ضرب كمان ها: 

( ) 100 =SU 
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- دو مثال با دو نوع حركت 3-7
مثال اول: 

مي خواهيم يك نمونه كوچكتر از حركت بين منطقه مسكوني و بازار را با استفاده از فرمول حل كنيم. 
شكل زير را در نظر بگيريد: 

 
 

حركت پسرو 
با استفاده از فرمول براي حركت پسرو، داريم: 

 
( )5 5 0U S = 

و براي مرحله چهارم داريم: 
 

( ) ( ) ( ){ }
( )
( )
( )

4 4 4 4 4 5 5

4 4

4 4

4 4

1 min , 4

2 6

3 6

4 4

U S f S d U S
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= =
= =
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براي مرحله سوم داريم: 

 
 

براي مرحله دوم داريم: 

 
و براي مرحله اول، داريم: 

 
 

1k = 

1

1

     d

S
 

( ) ( )1 1 1 2 2,f S d U S+ ( )1 1U S *
1d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 2 17 19+ = 2 19 21+  بالا 19 =

2 5 19 24+ = 5 17 22+ پايين  22 =
3 3 17 20+ = 3 13 16+ پايين  16 =
4 7 13 20+ بالا  20 − =

 

2k = 

2

2

     d

S
 

( ) ( )2 2 2 3 3,f S d U S+ ( )2 2U S *
2d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 − 6 11 17+  پايين 17 =

2 8 11 19+ = 8 11 19+ = 19 
بالا يا 
پايين 

3 6 11 17+ = 6 11 17+ = 17 
بالا يا 
پايين 

3k = 

3

3

     d

S
 

( ) ( )3 3 3 4 4,f S d U S+ ( )3 3U S *
3d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 7 4 11+ = 7 6 1 3+  بالا 11 =

2 5 6 11+ = 5 6 11+ = 11 
بالا يا 
پايين 

3 7 6 1 3+ = 7 4 11+ پايين  11 =
4 5 4 9+ بالا  9 − =
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 مي باشد. براي تعيين مسير 16بازار برابر  بنابراين طول كوتاهترين مسير از منطقه مسكوني به منطقه
بهينه از آخرين جدول شروع مي كنيم و با توجه به اين كه مقدار بهينه از كدام مسير نتيجه شده، هر گام 

حركت را مشخص مي كنيم: 
 

 3 4 4 4→ → → 
 
 

حركت پيشرو 
براي حركت پيشرو به اين صورت عمل مي كنيم: 

 
( )0 0 0U S = 

 
و براي مرحله اول داريم: 

 
( ) ( ) ( ){ }
( )
( )
( )

1 1 1 1 1 0 0

1 1

1 1

1

1 min , 2

2 5

3 3

4 7

U S f S d U S

U S

U S

Uv S

== + =
= =
= =
= =

 

 

 
 

براي مرحله دوم داريم: 

1k = 
1S ( )1 1U S 

1 2 
2 5 
3 3 
4 7 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



85 
 

 

 
 

براي مرحله سوم داريم: 

 
 

و براي مرحله چهارم، داريم: 

 
 

ديده مي شود كه در اين روش نيز جواب برابر با روش قبل به دست آمده است. 
 

 در مثال قبل، اگر بخواهيم از قسمت خاصي از منطقه مسكوني حركت كنيم، بايد طول مسير نكته:
بهينه از آن نقطه را تا بازار بيابيم. از آنجا كه پس از نوشتن جداول در روش پسرو، براي تعيين 

4k = 

4

4

     d

S
 

( ) ( )4 4 4 3 3,f S d U S+ ( )4 4U S *
4d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 15 4 19+  بالا 19 − =

2 14 6 20+ = 15 6 21+ بالا  20 =
3 14 6 20+ = 14 6 20+ = 20 

 يا بالا
پايين 

4 12 4 16+ = 14 4 18+ بالا  16 =

3k = 

3

3

     d

S
 

( ) ( )3 3 3 2 2,f S d U S+ ( )3 3U S *
3d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 10 7 17+ = 8 7 15+ پايين  15 =
2 9 5 14+ = 10 5 15+  بالا 14 =

3 7 7 14+ = 9 7 16+  بالا 14 =
4 − 7 5 1 2+ پايين  12 =

 

2k = 

2

2

     d

S
 

( ) ( )2 2 2 1 1,f S d U S+ ( )2 2U S *
2d  حركت

 بالا
حركت 
 پايين

1 2 6 8+  بالا 8 − =

2 5 8 13+ = 2 8 10+ پايين  10 =
3 3 6 9+ = 5 6 11+ بالا  9 =
4 7 4 11+ = 3 4 7+ پايين  7 =
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مسير از آخرين جدول شروع مي كنيم. با استفاده از حركت پسرو مي توانيم از نقطه خاص مورد 
نظر در مبدا به سمت مقصد و در طول مسير بهينه حركت كنيم. برعكس اگر بخواهيم به منطقه 
خاصي از بازار وارد شويم، بايد از حركت پيشرو استفاده كنيم. در مثال فوق اگر بخواهيم از حالت 

 وارد 4 مرحله 2 مي باشد و اگر بخواهيم به حالت 22 شروع كنيم، طول مسير بهينه 1 مرحله 2
 مي باشد. 20شويم طول مسير بهينه 
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مثال دوم: 
 فروشگاه تقسيم كنيم. مي خواهيم بدانيم با توجه به جدول زير، چگونه 4 يخچال را بين 14مي خواهيم 

يخچال ها توزيع شود كه حداكثر درآمد را داشته باشيم: 

 
 

قدم اول تعريف مرحله است. فروشگاه ها را به عنوان مرحله ها در نظر مي گيريم. حركت مناسب هم پسرو 
و هم پيشرو مي باشد. حركت پسرو را در نظر مي گيريم. حالت بايد به گونه اي تعريف شود كه بتوان در هر 

ام kحالت تصميمات مجاز را مشخص نمود. بنابراين مي توان تعداد يخچال هاي باقيمانده براي فروشگاه هاي
ام را به عنوان حالت در نظر گرفت. 4تا 

حركت پسرو 
با توجه به اين كه هدف حداكثر كردن درآمد است داريم: 

 
( )

( )
( )

( ) ( ){ }
1

5 5

1 1

,
, ,1

0

max ,
k k

k k k

k k k k k k k
d D
S g S d
k k
U S

U S f S d U S

+

+ +∈== =

=+


 

 
بايد توجه داشته باشيم كه تخصيص به فروشگاه چهارم، زماني اتفاق مي افتد كه ما به سه فروشگاه قبلي، 
تخصيص هايي داده باشيم. بنابراين، حداقل تعداد يخچالي كه مي توان به فروشگاه چهارم اختصاص داد، برابر 

 چون: 2است با 
 

درآمد حاصل از توزيع يخچال ها 
  فروشگاه هابه

چها
 اول دوم سوم رم

 
فروشگا
ه 

  تعداد

0 0 0 0 0 

9 10 8 10 1 
20 20 18 18 2 
32 22 28 − 3 

45 30 40 − 4 

55 38 − − 5 
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 است. پس جدول 5و حداكثر تعداد يخچال قابل تخصيص به فروشگاه چهارم، طبق جدول داده ها برابر 
مرحله چهارم را به صورت زير رسم مي كنيم: 

 
 جزء تصميمات مجاز نيستند؛ زيرا كه كل تقاضاي 2 و1 ،0براي مرحله سوم، توجه كنيد كه تصميمات

 عدد يخچال است. حالا با هم جدول را پر مي كنيم: 11ساير فروشگاه ها 
اگر سه يخچال، به فروشگاه سوم بدهيم، از يخچال هاي باقيمانده حداكثر پنج تا را مي توانيم به فروشگاه 

 به فروشگاه 3 و با تخصيص 55 به فروشگاه چهارم، درآمد 5چهارم اختصاص بدهيم. بنابراين باتخصيص 
 نيست. 4 جزء تخصيص هاي مجاز براي فروشگاه 8 و7، 6 را داريم. توجه كنيد كه حالت هاي 22سوم درآمد 

بنابراين در ستون اول، تنها سطر اول مقدار مي پذيرد. بقيه سطر ها و ستون ها را نيز به همين صورت پر 
مي كنيم. در نهايت، جدول مرحله سوم به اين شكل است: 

 
جدول مرحله دوم نيز به اين ترتيب است: 

3k = 

*
3d ( )3 3U S 

( ) ( )3 3 3 4 4,f S d U S+ 3

3

     d

S
 

6 5 4 3 
3 77 45 20+ 38 32+ 30 45+ 22 55+ 8 
4 85 45 32+ 38 45+ 30 55+ − 9 
5 93 45 45+ 38 55+ − − 10 
6 100 45 55+ − − − 11 

 

4k = 

4S ( )4 4U S *
4d 

2 20 2 
3 32 3 
4 45 4 
5 55 5 

 

فروشگ
 اه

حداكثر 
  تخصيصتعداد

 2 اول
 4 دوم
 6 سوم
 12 مجموع
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 1 است، پس مي توان به فروشگاه 14 بيش از 4 و 3، 2در مرحله اول، چون حداكثر تقاضاي فروشگاه هاي 

 است و براي جدول مرحله اول داريم:  1چيزي نداد. بنابراين صفر جزء تصميمات مجاز فروشگاه 

 
 

 است كه در نتيجه با توجه به جدول هاي 135بنابراين، حداكثر عايدي تخصيص يخچال ها به فروشگاه ها، 
فوق، داريم: 

 

 
 

10 40 30 55 135= + + + درآمد حاصل از روش اول توزيع =
18 40 22 55 135= + + + درآمد حاصل از روش دوم توزيع =

 
حركت پيشرو 

همين مثال را با حركت پيشرو حل مي كنيم. در حركت پيشرو، حالت را تعداد يخچال هاي توزيع شده 
ام) در نظر مي گيريم: kام (شامل فروشگاه مرحلهkبين فروشگاه هاي اول تا

 
( )

( )
( )

( ) ( ){ }
1

0 0

1 1

,
1, ,4

0

max ,
k k

k k k

k k k k k k k
d D
S g S d
k
U S

U S f S d U S

−

+ −∈== =

=+


 

 

1k = 

*
1d ( )1 1U S 

( ) ( )1 1 1 2 2,f S d U S+ 1

1

     d

S
 

2 1 0 
1 
18 135 2يا 117+ 10 125+ 0 133+ 14 

2k = 

*
2d ( )2 2U S 

( ) ( )2 2 2 3 3,f S d U S+ 2

2

     d

S
 

4 3 2 1 
4 117 40 77+ 28 85+ 18 93+ 8 100+ 12 
4 125 40 85+ 28 93+ 18 100+ − 13 
4 133 40 93+ 28 100+ − − 14 

 

 4 3 2 1 فروشگاه
تعداد 
 تخصيص

روش 
 اول

1 4 4 5 

روش 
 

2 4 3 5 
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2kبراي  مي باشد. 11 چون مجموع تخصيص هاي بعدي حداكثر 3 حداقل حالت، برابر است با =

 
 

تا است. بنابراين:  3حداقل تخصيص براي فروشگاه سوم، 

 
 

 
 

 . است135حداكثر سود عايدي در حركت پسرو و پيشرو با هم مساوي و برابر با 

4k = 

*
4d ( )4 4U S 

( ) ( )4 4 4 3 3,f S d U S+ 4

4

     d

S
 

5 4 3 2 
5 135 55 80+ 45 88+ 32 96+ 20 103+ 14 

 

3k = 

*
3d ( )3 3U S 

( ) ( )3 3 3 2 2,f S d U S+ 3

3

     d

S
 

6 5 4 3 
4 
45 80 4يا 28+ 38 40+ 30 50+ 22 58+ 9 

3 
45 88 5يا 40+ 38 50+ 30 58+ − 10 

5 96 45 50+ 38 58+ − − 11 
6 103 45 58+ − − − 12 

2k = 

*
2d ( )2 2U S 

( ) ( )2 2 2 1 1,f S d U S+ 2

2

     d

S
 

4 3 2 1 
2 
28 − 28 3يا 0+ 18 10+ 8 18+ 3 

4 40 40 0+ 28 10+ 18 18+ − 4 
4 50 40 10+ 28 18+ − − 5 
4 58 40 18+ − − − 6 

 

1k = 

1S ( )1 1U S *
1d 

0 0 0 
1 10 1 
2 18 2 
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- تنزيل 3-8
 سال آتي نيروگاه هايي احداث مي كند، با اين شرط كه هزينه 6 فرض كنيد شركت برق براي تامين برق 

 نيروگاه ميتوان 3مينيمم شده و جوابگوي نياز مصرف كنندگان نيز باشد. در ضمن در هر سال حداكثر 
احداث كرد و اگر در سالي نيروگاهي ايجاد نكنيم، هزينه ثا بت وجود ندارد، در غير اين صورت يك هزينه 

 سال آينده 6 ميليون دلاري نيز بايد منظور  شود. جدول زير هزينه و تقاضاي تجمعي براي نيروگاه در 2ثابت 
را نشان مي دهد: 

 

 
 

با حل مسأله با روش پسرو يا پيشرو، چنين جوابي خواهيم داشت: 
 
 ميليون دلار 445حداقل هزينه = 

 

 
 

در اين مثال مي توان هدف را يافتن تعداد ساخت بهينه با كمترين هزينه و با در نظر گرفتن ارزش فعلي 
پول قرار داد. به عبارت ساده تر، اين موضوع بدين معني است كه ارزش يك دلاري كه امروز دريافت مي شود، 

بيش از يك دلاري است كه در سال بعد دريافت مي شود. زيرا يك دلار امروز مي تواند براي دريافت سود 
اضافي در طول سال سرمايه گذاري شود. 

 را به عنوان ارزش فعلي يك دلاري كه يك دوره بعد دريافت مي شود، تعريف βضريب تنزيل يك دور ه اي
 نشان داده شود، در اين صورت ارزش هر يك دلاري كه در هر iمي كنيم. اگر نرخ سود براي هر دوره با 

1دوره سرمايه گذاري شود در پايان دوره به i+  .مي رسد 

سا
 ل

تقاضاي 
 تجمعي در

پايان سال 
(  (نيروگاه

هزينه هر 
 نيروگاه
(ميليون 

(  دلار
86 1 54 
87 2 56 
88 4 58 
89 6 57 
90 7 55 
91 8 52 

 

:  سياست بهينه
 91 90 89 88 87 86سال 
تعداد 
نيروگاه 

3 3 0 0 1 1 
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 اين سوال را مطرح مي كنيم كه براي دريافت يك i و نرخ سودβبراي مشاهده رابطه بين ضريب تنزيل
دلار در دوره بعد، چقدر بايد در دوره فعلي سرمايه گذاري شود؟ 

واضح است كه اين مقدار از رابطه زير به دست مي آيد: 
 

1 1/i β+ = 
 

1به عبارت ديگر 
1 iβ =  دوره بعد سرمايه گذاري n براي i. اگر در حال حاضر يك دلار با نرخ سود +

)ni)1 دوره، ارزش تجمعي آن برابر با nكنيم و سود نيز به صورت مركب باشد ؛ در اين صورت در پايان  + 
) دوره بعد دريافت مي شود، برابر است با nمي شود. بنابراين ارزش فعلي هر يك دلاري كه  )

1

1
n

i+ و يا 
nβ .

مفهوم تنزيل به سادگي قابل آميختن با رابطه برگشتي پسرو برنامه ريزي پويا مي باشد. زيرا در هر دوره 
(مرحله) يك برگشت داريم كه ممكن است بخواهيم آن را با ضريب تنزيل دوره اي نزول دهيم. رابطه 

برگشتي براي چنين مسأله هايي به صورت زير مي باشد: 

( )
( )

( )
( )
( )1

1 1 1

,
, ,
, , 1

,

,
min

,

i i

j j j

k k k

k k k
k k

d D
S g S d

n ki k n
n n nj K n

f S d

f S d
U S

f S d

β
β+

+ + +
∈
= −== −

  + =  +  + 



 

( )
( )

( ){ }

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

1

1

1

,

1 1 1

1
,

1, ,
1, , 1

1 1
,

n 1 1

min ,

,

min

,

,
min

, 1, ,1

0

k k

k k k

i i

j j j

k k

k k k

k k k k k
d D
S g S d

k k k

d D
n k

S g S d
n n n

i k n
j k n

k k k

k k
d D k k
S g S d

n

U S f S d

f S d

f S d

f S d
U S

U S

k n n

U S

β
β

β

+

+

+

∈=

+ + +

∈ − −=
= += + −

∈ + +=

+ +

⇒ =
  + +  + 

   =  +   ⇒  = − =






 

 
- شبكه ها 3-9
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يك شبكه از چند گره و كمان هايي كه آن گره ها را به هم متصل مي كند تشكيل شده است. شبكه ها 
انواع مختلف دارند؛ شبكه هاي با حلقه و بدون حلقه. شبكه با حلقه شبكه اي است كه در آن بتوان بعد از 

چند حركت در جهت كمان ها، از يك گره دوباره به همان گره برسيم. 
 

- شبكه هاي بدون حلقه 3-9-1
براي تعيين تعداد مرحله ها وحالت ها، هر مرحله كار را از گره هايي كه ورودي داشته، اما خروجي نداشته 
باشند، آغاز مي كنيم و گره ها و كمان هاي وارد شده به آنها را حذف مي كنيم. به عنوان مثال شبكه زير را در 

نظر بگيريد. 

 
 

 مي باشد. با حذف آن گره و كمان هاي مربوط به 6اولين گره اي كه ورودي دارد، اما خروجي ندارد، گره 
آن، شبكه زير حاصل مي شود: 

 

 
 
 است؛ كه عمليات فوق را بر روي آن انجام 4حال گره اي كه ورودي دارد، اما خروجي ندارد، گره 

مي دهيم. كار بر روي ساير گره ها را نيز به همين صورت ادامه مي دهيم تا به آخرين گره موجود برسيم. 
 

- شبكه هاي داراي حلقه 3-9-2
بايد در نظر داشته باشيم كه خود اين شبكه ها نيز به دو دسته تقسيم مي شوند: 

حلقه با طول منفي  .1
 حلقه بدون طول منفي .2

 مي برد. براي حل مسأله هاي ∞− افتادن در حلقه با طول منفي، تابع هدف را منفي تر مي كند و به سمت 
داراي حلقه به روش برنامه ريزي پويا، به اين صورت عمل مي كنيم: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

2 

3 

4 

5 
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مرحله را براي اين مسأله ها، حداكثر تعداد گره هاي واسطه در نظر مي گيريم. به عنوان مثال شبكه زير را 
در نظر بگيريد:  

 

 
 

 به 4 و از 4 به 5 و از 5 به 1 رفت و يا اين كه از 6 به 1 مي توان مستقيما از 6 به گره 1براي رفتن از گره 
 گره واسطه داريم. 2 رفت. كه در حالت دوم 6

يافتن كوتاه ترين مسير يكي از مسأله هاي مهمي است كه در شبكه ها مطرح مي شود. هرگاه گره مقصد 
معلوم باشد، از حركت پسرو و هرگاه گره مبدا معلوم باشد، از حركت پيشرو استفاده مي شود. با استفاده از 

يك مثال روش حل را توضيح مي دهيم. 
 

: 1مثال 
طول   به ساير گره ها را بيابيد.1در شبكه زير، با استفاده از حركت پيشرو، طول كوتاهترين مسير از گره 

كمان ها بر روي آنها نوشته شده است. 
 

 
 

  اين مورد مشخص مي شود. 5-2-1-5 با كنترل مسير .شبكه بالا، يك شبكه داراي حلقه است

 
حركت: پيشرو 

ام n گره واسطه بين دو نقطه در مرحلهnمرحله: داشتن حداكثر

1 2 

3 4 

5 6 

1 2 

3 4 

5 6 

13 

6 

2 

18 

13 8 

1 

7 

16 13 

13 

23 

8 

8 
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( )nV j= به گره1 طول مسير بهينه از گره jمشروط بر اين كه حداكثر n .گره واسطه داشته باشيم 

i jd= طول كمان از گره i به گره j 
 

رابطه بازگشتي: 
( ) ( ){ }1min 1,2,n ij n

i
V j d V i n−= + =  

 
0)(بنابراين به عنوان مثال  iV و گره 1 مقدار فاصله بدون گره واسطه بين گره i را نشان مي دهد و 

1( )V i و گره 1 مقدار فاصله بهينه بين گره i .را براي مسيرهايي با حداكثر يك واسطه نشان مي دهد 
 نمايش مي دهيم. j و مقصد را با iها مي نويسيم كه در آن مبدا را با ijd براي شروع كار، يك جدول از

 را اختصاص داد. ∞در خانه هايي كه كماني وجود ندارد، بايد مقدار 
) سپس در سمت راست جدول يك ستون اضافه مي كنيم و در آن )0V i را مي نويسيم كه اين مقدار 

 گره واسطه نشان مي دهد. 0 را با حداكثر i تا گره 1فاصله بين گره 
) در مرحله بعد يك سطر جديد در پايين جدول براي )1V j ايجاد مي كنيم. اين سطر، مقدار بهينه فاصله 

 گره واسطه نشان مي دهد. با توجه به رابطه بازگشتي، براي بدست آوردن 1 را با حداكثر j تا گره1بين گره 
)مقدار هر يك از  )1V jها، به ازاي هر jكمترين مقدار حاصل جمع ( )0V i و ijdرا به ازاي تمام i ها به 

 است. j و سپس به گره i به گره 1دست مي آوريم كه اين مقدار نشان دهنده كمترين طول مسير از گره 
)در واقع در اين مرحله )0V iرا به طور ستوني با ستون k ام جدول از - به جمع مي كنيم و كمترين مقدار 

)آن را  )1V j :مي ناميم. يعني 
 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ } { }
( ) ( ){ } { }
( ) ( ){ } { }
( ) ( ){ } { }
( ) ( ){ } { }

1 0
i

1 0 1i

1 0 2
i i

1 0 3
i i

1 0 4i i

1 0 5i i

1 0 6i i

min

1 min 0

2 min min 7 8 , 2 8 10

3 min min 16 7 23

4 min min 18 7,13 2 15

5 min min 7 0,0 7 7

6 min min 2 0,0 2 2

ij

i

i

i

i

i

i

V j V i d

V V i d

V V i d

V V i d

V V i d

V V i d

V V i d

= +
= + =
= + = + + =
= + = + =⇒ = + = + + =
= + = + + =
= + = + + =

 

 
)در مرحله بعد  )1V j را به ستون ( )1V i منتقل مي كنيم و عمليات فوق را ادامه مي دهيم تا جايي كه 
جواب بهتر نشود. 
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)پس از محاسبه )3V j مشاهده  مي شود كه بهبودي نسبت به ( )2V j حاصل نشده است. نتيجه به دست 
آمده، با توجه به جدول عبارت است از: 

 عبور مي كند. 2 و 6 و 1 است و به ترتيب از گره هاي 10 با طول 2 به گره 1مسير بهينه از گره 
 عبور مي كند. 3 و 4 و 6 و 1 است و به ترتيب از گره هاي 21 با طول 3 به گره 1مسير بهينه از گره 

و به همين ترتيب... 
 

: 2مثال 
   را بيابيد.3در شبكه زير، با استفاده از حركت پسرو، طول كوتاهترين مسير از هر گره به گره 

 
 

i jd 
j ( )0V i ( )1V i ( )2V i 

1 2 3 4 5 6 

i 

1 0 ∞ ∞ ∞ 7 2 0 0 0 
2 1 0 ∞ 13 ∞ 23 ∞ 10 10 
3 ∞ ∞ 0 ∞ 8 ∞ ∞ 23 21 
4 ∞ ∞ 6 0 ∞ 13 ∞ 15 15 
5 13 8 16 18 0 ∞ 7 7 7 
6 ∞ 8 ∞ 13 ∞ 0 2 2 2 ( )1V j 0 10 23 15 7 2    ( )2V j 0 10 21 15 7 2    ( )3V j 0 10 21 15 7 2    

 

-2 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

6 

4 

10 

4 
10 

7 

5 

8 

5 

-1 

6 

5 

5 

6 
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 در تعيين مرحله براي اين مسأله، گره هايي كه به .واضح است كه اين شبكه، يك شبكه داراي حلقه است
 مرتبط 3 ارتباط دارند، در مرحله اول، گره هايي كه حداكثر با يك گره واسطه با گره 3طور مستقيم با گره 

 گره واسطه دو گره را به هم مرتبط mهستند، در مرحله دوم و به طور كلي مسيرهايي كه حداكثر با 
1mمي كنند، در مرحله   گره داشته باشد، آخرين مرحله، n بررسي مي شوند. به اين ترتيب، اگر شبكه +

1nمرحله  2n ام خواهد بود كه در آن −  گره واسطه خواهيم داشت. همچنين چون گره مقصد مشخص −
است، حركت مناسب حركت پسرو مي باشد و براي يافتن مسير بهينه، بايد خروجي هاي هر گره مشخص 

شود. 
 

حركت: پسرو 
ام n گره واسطه بين دو نقطه در مرحلهnمرحله: داشتن حداكثر

( )nU i=طول مسير بهينه از گره i مشروط بر اين كه حداكثر3 به گره n .گره واسطه داشته باشيم 
i jd= طول كمان از گره i به گره j 
 

رابطه بازگشتي: 
( ) ( ){ }1min , n 1,2,n i j n

j
U i d U j−= + =  

 
مانند مثال قبل، براي استفاده راحت تر از فرمول، جدولي به شكل زير رسم مي كنيم. با اين تفاوت كه 

)چون از حركت پسرو استفاده مي كنيم، بايد براي شروع )0U j را در يك سطر جديد در پايين جدول 
)بنويسيم و  )1U i جديد را در يك ستون جديد در سمت راست جدول محاسبه كنيم. براي بررسي روش 

كار جدول زير را مشاهده كنيد: 

 

i jd 
j ( )1U i ( )2U i ( )3U i 

1 2 3 4 5 6 

i 

1 0 1− 7 10 5 ∞ 7 7 7 
2 6 0 ∞ 4 5 ∞ 13 13 13 
3 4 ∞ 0 ∞ 6 ∞ 0 0 0 
4 5 ∞ ∞ 0 ∞ 5 12 12 12 
5 ∞ 2− ∞ 8 0 ∞ ∞ 11 11 
6 6 10 ∞ ∞ ∞ 0 13 13 13 ( )0U j 7 ∞ 0 ∞ ∞ ∞    ( )1U j 7 13 0 12 ∞ 13    ( )2U j 7 13 0 12 11 13    
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)وقتي دو ستون متوالي )iU jو ( )1jU i+ به طور كامل برابر شدند، يعني رابطه بازگشتي بهبودي ايجاد 
نكرده است و در صورتي كه دوباره به كار رود، دوباره همان ستون را ايجاد مي كند. بنابراين نيازي به ادامه 

دادن نيست و جواب به دست آمده بهينه است. 
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- مسأله هاي احتمالي 3-10
تا اينجا ما تنها مسأله هاي قطعي را در نظر گرفتيم. اما وقتي كه در يك مسأله برنامه ريزي پويا، پديده اي 

غيرحتمي  وجود داشته باشد، يك تصميم مشخص براي يك حالت از مرحله اي از فرآيند، به تنهايي حالت 
سيستم را در مرحله بعد تعيين نمي كند.  

 و تصميم k مرحله kSدر برنامه ريزي پويا تحت شرايط غير حتمي، با فرض اين كه سيستم در حالت 
 باشد، يك حادثه احتمالي رخ مي دهد كه متغير تصادفي kdفعلي 

kE .نشانگر آن است 
به عنوان مثال در مسأله توليد، هنگامي كه ميزان تقاضا احتمالي است با دانستن موجودي در ابتداي ماه 

و مشخص شدن ميزان توليد در آن ماه، ميزان موجودي در ابتداي ماه بعد قطعي نيست. در مسأله هاي 
احتمالي، حالت، تصادفي است و ما يك شبكه با ساختار ثابت نداريم. در اين گونه مسأله ها، هدف، 

بهينه سازي اميد رياضي مسيري است كه بايد طي شود. اين بدين معني است كه اگر اين برنامه بار ها در 
شرايط ثابت تكرار شود، سياست مشخص شده، در دراز مدت بهترين سياست مي باشد اما ممكن است در 

كوتاه مدت سياست مناسبي نباشد. 
در مسأله هاي احتمالي، نوع حركت پسرو است. رابطه برگشتي مسأله هاي احتمالي به اين صورت مي باشد: 

 
( )

( )
( ) ( )

1

11

, ,

max , ,
k k

k k k k

k kk k k k k k
d D
S g S d E

U S E f S d E U S

+

++∈
=

 =+  
 

 

 
مثال: 

مي خواهيم براي توليد يك كالاي ويژه در دو دوره، برنامه ريزي نماييم. موجودي در ابتداي برنامه صفر 
است و تقاضا به صورت جدول زير مي باشد. 

 

 
 

 ميليون تومان است كه مي توان در هر دوره به تعداد لازم از آن 20هزينه توليد يك واحد از اين كالا 
 ميليون تومان 40 ميليون تومان و در دوره دوم 30توليد كرد. قيمت فروش هر واحد از اين كالا در دوره اول 

 ميليون تومان هزينه انبارداري تعلق مي گيرد و 5/0مي باشد. در پايان هر دوره به هر واحد موجود در انبار 
 ميليون تومان به فروش مي رسد. هدف تعيين 10پس از پايان دوره، هر واحد موجود به قيمت حراجي 

سياست بهينه توليد اين كالا در اين دو دوره است. 

 1دوره  2دوره 

احتم
 ال

تع
دا
 د

احتم
 ال

تع
دا
 د

0.6 0 0.25 0 
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روش حل: 

با توجه به اين كه در مسأله هاي احتمالي، حركت مورد نظر حركت پسرو مي باشد، مسأله را حل مي كنيم: 
 در نظر مي گيريم. k را مقدار كالاي موجود در ابتداي دوره kSهر دوره توليد را يك مرحله و حالت

 مي باشد؛ 2 مقدار كالايي است كه در دوره دوم اضافه آمده و حراج مي شود كه حداكثر مقدار آن 3Sبنابراين 
 واحد در دوره دوم توليد كرد. همچنين 1 واحد در دوره اول و 1زيرا حداكثر مي توان 

3S يك متغير تصادفي 
است كه تابعي است از: 

 ( )3 2 2 2, ,S g S d E= 
 

اولين گام از حركت پسرو را از مرحله سوم شروع مي كنيم. 

 
 

 را 1 و0 مي تواند مقادير2Sدر مرحله دوم با توجه به اين كه حداكثر يك واحد از قبل توليد شده است،
2بگيرد. در حالت  1S   را بگيرد.0، از آنجا كه تقاضا حداكثر يك واحد است، توليد بايد مقدار=

 

3k = 

3S ( )3U S 

0 0 
1 10 
2 20 
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جدول مربوط به مرحله دوم به اين شكل است: 

 

2k = 

1 0 2S 

0 1 0 2d 

1 0 1 0 0 
تعدا
 د

وش
فر

 0.4 0.6 0.4 0.6 1 
احتم
 ال

0 1 0 1 0 
3S 

0 0.5 0 0.5 0 
انبا
 ر

نه
زي
ه

 

0 0 20 20 0 
تولي
 د

 فروش 0 0 40 0 40

آم
در د

 0 10 0 10 0 ( )3 3U S 

 سود 0 −10.5 20 9.5 40

16 5.7 8 6.3− 0 
 × سود

 احتمال
اميد 
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 در مرحله  اول جدول زير را رسم كرده و به اين صورت پر مي كنيم:

 
 

)دقت كنيد كه در جدول هاي بالا،  )k kU S برابر است با حداكثر اميد رياضي سود به ازاي kd هاي
) kS خاص و بر اساس آن مي توانيم تصميم بگيريم كه در هر مرحله در يك حالت (kSمختلف براي هر 

) را بگيريم تا اميد رياضي سود بيشتر شود. kdخاص، كدام تصميم (
 

نتيجه: 
تصميم بهينه به اين صورت است كه در مرحله اول كه حالت صفر است يك واحد توليد كنيم. پس از 

طي دوره اول تقاضاي اين دوره معلوم مي شود. اگر تقاضاي دوره اول صفر بود، تصميم بهينه براي دوره بعد، 
نداشتن توليد است و اگر كالاي توليد شده در دوره اول به فروش رفت، در مرحله دوم تصميم بهينه، توليد 

يك واحد است. 
 

- مسائل 3-11
 3مسئله احداث نيروگاه در جزوه را با استفاده از حركت پيشرو حل نماييد.(در هر سال حداكثر  .1

 نيروگاه مي توان احداث نمود.)

 سال آتي بايد نيروگاه هايي احداث كند با اين شرط 4فرض كنيد شركت برق براي تامين برق  .2
كه هزينه مينيمم شده و تعداد آنها جوابگوي نيازمصرف كنندگان باشد. در ضمن اگر در سالي 

1k = 

0 1S 

1 0 1d 

 تعداد 0 0 1

وش
فر

 

0.75 0.25 1 
احتما
 ل

0 1 0 
2S 

 انبار 0 0.5 0

زي
ه

نه
 توليد 0 20 20 

 فروش 0 0 30

آم
در د

 1.7 21.7 1.7 ( )2 2U S 

 سود 1.7 1.2 11.7

8.775 0.3 1.7 
 × سود

 احتمال

9.075 1.7 
اميد 
رياضي 
 سود

 ( )U S 
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 ميليون 3نيروگاهي ايجاد نكنيم هزينه ثابتي وجود ندارد در غير اين صورت يك هزينه ثابت 
 دلاري منظور مي شود. با حركت پيشرو سياست بهينه را تعيين كنيد.

 
 

 فروشگاه تخصيص دهيم. چگونه وانت ها را 3 وانت توت فرنگي داريم و مي خواهيم آنها را به 3 .3
 فروشگاه توزيع كنيم تا حداكثر سود عايد شود. نوع حركت پسرو باشد. مراحل، حالتها و 3بين 

 رابطه بازگشتي را مشخص نماييد.

 

 
 

 پروژه در دست اجرا دارد. با توجه به منابع تخصيص يافته براي پروژه ها زمان هاي لازم 3شركتي  .4
 دلار 40000 هفته مي باشد.مديريت براي كاهش اين زمان ها مي خواهد 36 و 40، 30براي آنها 

بودجه اضافي خرج نمايد. زمان هاي جديد انجام پروژه ها بر حسب بودجه اضافي در جدول آمده 
است. اين بودجه اضافي چگونه هزينه گردد تا بيشترين كاهش را در مجموع زمان پروژه ها سبب 

 شود.(پيشرو)

 

هزينه هر 
 نيروگاه
(ميليون 

 ( دلار

تقاضاي 
 تجمعي
 در 
پايان 
سال 

سال 

58 1 82 
57 3 83 
55 5 84 

فروشگاه 
تعداد 
وانت 

سود مورد 
انتظار 

1 2 3 

0 0 0 0 
1 9 11 9 
2 15 16 14 
3 16 18 17 
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تقاضاي كالايي در تير و مرداد غير قطعي و داراي توزيع زير است. هر عدد از كالا به قيمت  .5
 تومان در ماه هاي تير و مرداد به فروش مي رسد. لازم است كه سفارش در ابتداي هر ماه 2000

صورت بگيرد تا در ابتداي همان ماه تحويل گردد. به هر واحد كالاي موجود در انبار در آخر هر 
 تومان هزينه نگهداري تعلق مي گيرد. موجودي اوليه صفر و موجودي اول شهريور هر 200ماه 

 ت براي هر واحد مي باشد. 1000 تومان به فروش خواهد رسيد. قيمت خريد برابر 500عدد 
 مطلوب است تعيين سياست بهينه.

 

 
 

مي خواهيم براي توليد يك كالاي ويژه در دو دوره برنامه ريزي كنيم. موجودي در ابتداي برنامه  .6
 ميليون 30صفر است و تقاضا به صورت جدول زير است. هزينه توليد يك واحد از اين كالا 

تومان است كه مي توان به تعداد لازم در هر دوره يا دوره بعد ازآن توليد كرد. قيمت فروش هر 
 ميليون تومان مي باشد. در 30 ميليون تومان و در دوره دوم 40واحد از اين كالا در دوره اول 

 ميليون تومان هزينه انبار داري تعلق مي گيرد. 5/0پايان هر دوره به هر واحد موجود در انبار 
 ميليون تومان به فروش مي رسد. سياست بهينه 15پس از پايان دوره هر واحد به قيمت حراجي 

 توليد چيست؟ 

 

بود
جه 
اضا
في 

زمان اجرا 
پروژ
 1ه 

پروژ
 2ه 

پروژ
 3ه 

0 30 40 36 

10 24 32 30 

20 20 26 24 

30 16 22 20 

40 14 18 18 

مرداد تير ماه 
تعداد 
 2 1 0 1 0تقاضا 

82721
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 1دوره  2دوره 

احت
مال 

تع
دا
د 

احتم
ال 

تع
دا
د 

5/0 0 4/0 0 

/  /  
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فصل چهارم - نظريه صف 
 

 
دانشجويان پس از فراگيري مطالب اين فصل مي توانند:  

اجزاء اصلي سه گانه يك سيستم صف را كه عبارتند از جامعة مشتريان، خط انتظار و امكانات  .1
خدمت دهي را شناسايي نمايند. 

انواع سيستمهاي صف پايه را بشناسند.  .2
پيش فرضهاي مختلف را درك كنند.  .3
ويژگيهاي مختلف يك سيستم صف را تجزيه و تحليل كنند.  .4
بده بستان ميان هزينه سرويس و هزينه انتظار را شرح دهند.  .5

 
- مقدمه 4-1

همه ما با تجربه ناخوشايند در صف ايستادن آشنا هستيم. متاسفانه، اين پديده روز به روز در زندگي 
شهر هاي شلوغ خودنمايي بيشتري پيدا مي كند. ما در اتومبيل هاي خود در راه بندان ها، در صف نان و در 

آرايشگاه ها منتظر مي مانيم. ما براي انجام امور بانكي و امور ديگر انتظار مي كشيم. نه ما به عنوان يك 
مشتري اين انتظار را دوست داريم و نه مديران تشكيلات مربوطه كه نگران از دست دادن مشتري خود 

هستند. سوالي كه مطرح ميشود اين است كه، پس چرا صف وجود دارد؟ جواب نسبتا ساده است. علت اين 
است كه تقاضا براي كالا و خدمات در يك زمان معين، بيش از ظرفيت توليد و عرضه آن است. چرا چنين 

است؟ دلايل متعددي ممكن است وجود داشته باشد. براي مثال كمبود كالا و عرضه كننده خدمت و يا غير 
اقتصادي بودن عرضه خدمت در سطحي كه سبب حذف صف  گردد و يا محدوديت  جا و مكان و غيره. 

معمولا با انجام سرمايه گذاري، محدوديت هاي فوق را مي توان كاهش داد يا برطرف كرد. براي تعيين ميزان 
چه مقدار يك مشتري بايد در انتظار "توليد و يا عرضه خدمت، نياز داريم پاسخ سؤالاتي از قبيل اينكه 

 را بدانيم. نظريه صف تلاش مي كند كه پاسخ اين سوالات "چند نفر در صف خواهند بود؟" يا اينكه "بماند؟
را با انجام تجزيه و تحليل رياضي بيابد. در زندگي روزمره، منظور از كلمه صف همان مفهوم خط انتظار است. 

اما در نظريه صف، سيستم صف ممكن است سيستمي باشد كه در آن هيچگاه صف به مفهوم روزمره آن 
وجود نداشته باشد. مثل سيستم صف مربوط به تعميركاري كه به منازل و يا كارگاه ها براي تعمير لوازم 

خانگي مي رود. 
 

- توصيف مسأله صف 4-2
يك سيستم صف را مي توان به اين صورت توصيف كرد كه مشتريان براي دريافت كالا و يا خدمت وارد 
مي شوند، در صورت لزوم به انتظار مي مانند و پس از انجام كار سيستم را ترك مي كنند. هر سيستم صف 
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شامل ورودي، خروجي و مكان يا مكان هايي براي سرويس دهي مي باشد. شكل زير چنين سيستمي  را نشان 
مي دهد: 

 
 

اگرچه هرگونه سيستم صف را مي توان به صورت شكل فوق نشان داد، ولي آشكار است كه براي  نمايش 
دقيق به شناخت كامل صفات فرآيند مورد نظر نياز است. 

خصوصيات يك سيستم صف، به خصوصيات هر جزء آن باز مي گردد. از جمله آنها خصوصيات ورودي 
است، مثلا اينكه آيا ورودي فردي است يا گروهي؟ يا اينكه نحوه سرويس دهي چگونه است؟ آيا به فرد 

سرويس داده مي شود يا به يك گروه؟ توزيع زمان سرويس دهي چگونه مي باشد؟ چند مرحله بايد طي شود؟ 
آيا جامعه مورد مطالعه محدود است يا نه؟ و غيره. 

معمولا براي معرفي نوع سيستم صف، از سه حرف با فرمت زير استفاده مي شود: 
 

تعداد جايگاه هاي موازي و مستقل سرويس / الگوي سرويس / الگوي ورودي 
 است. سيستم ماركوفي، سيستمي است بدون سيستم ماركوفيسيستم صف مورد مطالعه در اين فصل 

حافظه، يعني احتمال حادثه اي كه در زمان آينده اتفاق مي افتد، با دانستن وضع كنوني به گذشته بستگي 
ندارد. 

در بين توزيع هاي پيوسته، تنها توزيع نمايي است كه خاصيت ماركوفي دارد. توزيع نمايي تجزيه و تحليل 
زمان بين "سيستم هاي صف را آسان مي كند. وقتي مي گوييم سيستم صف، نمايي است، منظور اين است كه 

دو ورودي متوالي يك متغير تصادفي داراي توزيع نمايي است و زمان سرويس نيز همينطور است. در اين 
=M) نشان داده مي شود. …/M/Mحالت سيستم به صورت  Markov)  

 
- چندمثال واقعي سيستم صف 4-3

برخي سيستمهاي صف را در بخش تجارت و بازرگاني مشاهده ميكنيم. بيشتر كار آن ها، خدمت شخص 
به شخص در يك مكان ثابت است؛ مثل آرايشگاه، باجه بانك، صندوق فروشگاه ها و سلف سرويس ها. ولي در 

بعضي از سيستم ها شخص با شخص درگير نيست؛ مثل تعمير لوازم خانگي و پمپ هاي بنزين. يك طبقه 
ديگر از سيستم هاي صف آن هايي هستند كه مربوط به حمل و نقل مي شوند. در بعضي از اين سيستم ها، 

وسايل نقليه، مشتري هستند؛ براي مثال: ماشين هايي كه براي پرداخت عوارض بزرگراه در خط هستند يا 
منتظر چراغ سبز مي باشند،  يك كاميون (قطار يا كشتي) كه منتظر بارگيري يا تخليه است و هواپيما هايي 

كه منتظر نشستن يا برخاستن هستند. براي برخي ديگر از سيستم ها، وسايل نقليه به عنوان خدمت 
دهندگان مي باشند؛ مثل تاكسي، ماشين آتش نشاني و آسانسور. يك مثال غيرمعمول، محوطه پاركينگ 

مي باشد كه در آن ماشين ها مشتري و فضاي پاركينگ به عنوان خدمت دهنده عمل مي كند و معمولا وقتي 

 سرويس
ورو
 

خرو
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پاركينگ جا ندارد، صفي تشكيل نمي شود. يك نوع ديگر از سيستم صف دستگاه هاي اجتماعي مثل 
دادگاه ها، مجالس قانونگذاري، سيستم بهداشت و درمان و غيره مي باشند. 

در سال هاي اخير، نظريه صف براي حل مسأله هاي داخلي موسسات توليدي، بسيار به كار رفته است. 
براي مثال سيستم جابه جايي مواد، سيستم نگهداري و تعميرات و سيستم كنترل از آن جمله اند. 

 
- صفات سيستم صف 4-4

در اين قسمت، شش صفت سيستم صف مورد بررسي قرار مي گيرد: 
الگوي ورودي ها  .1
الگوي خدمت دهندگان  .2
نظم صف  .3
 ظرفيت سيستم .4

تعداد مسير هاي خدمت  دهي  .5
تعداد مرحله هاي انجام كار  .6

 
- الگوي ورودي ها 4-4-1

الگوي ورودي هاي يك سيستم صف غالبا به وسيله متوسط تعداد ورودي ها در يك واحد زمان و يا 
متوسط فاصله زمان بين دو ورودي متوالي اندازه گيري مي شود. از آنجا كه اين اندازه  ها با يكديگر رابطه 

معكوس دارند، داشتن هر كدام از آنها ديگري را نيز مشخص مي كند. 
هنگاميكه جريان ورودي ها حتمي  است و در واقع احتمالي نيست، الگوي ورودي ها به وسيله تعداد 

ورودي ها و يا فاصله زمان بين ورودي هاي متوالي كاملا مشخص مي گردد. اما اگر جريان ورودي ها احتمالي يا 
تصادفي باشد، اين متوسط كافي نيست و اطلاعات ديگري در مورد توزيع احتمال فرآيند ورودي ها لازم 

است. 
عامل ديگري كه بايد به آن توجه كرد اين است كه ورودي ممكن است به صورت گروهي يا دسته اي 
باشد، نه فردي. در مورد ورودي گروهي علاوه بر اين كه زمان بين ورودي ها ممكن است احتمالي باشد، 

تعداد افراد گروه هم ممكن است تصادفي باشد، هم چنين دانستن عكس العمل ورودي ها هم لازم است. يك 
مشتري ممكن است كه تصميم بگيرد كه بدون توجه به طول صف، به صف وارد شود و ديگري ممكن است 

 "انصرافي"به خاطر طولاني بودن نسبي صف، از ورود به آن خودداري كند؛ كه در اين صورت وي را مشتري 
مي گوييم. 

 مي ناميم. در "بي قرار"اگر كسي وارد صف گردد و پس از مدتي انتظار در صف، از صف خارج شود وي را 
حالتي كه چند خط موازي ارائه خدمات وجود دارد و كسي پس از مدتي انتظار، از خطي به خط ديگري 

 "بي صبر" مي گوييم. اين سه حالت نمونه هايي از يك سيستم صف با مشتريان "موقعيت طلب"برود، به وي 
هستند. 
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نكته ديگري كه بايد درنظر داشت تغيير الگوي ورودي ها در اثر زمان است. الگوي ورودي اي كه در اثر 
 مي گوييم. "نامانا" ناميده مي شود و در غير اين صورت به آن "مانا"زمان تغيير نمي كند، 

 
- الگوي خدمت دهندگان 4-4-2

بيشتر خصوصيات الگوي ورودي ها، در مورد الگوي خدمت دهندگان نيز صادق است. براي مثال، الگوي 
كاركنان را نيز به وسيله متوسط تعداد افرادي كه كارشان در يك واحد زمان انجام مي شود و يا متوسط زمان 
لازم براي انجام كار هاي يك مشتري مي توان توصيف كرد. اگر كسي در سيستم نبوده و جايگاه خدمت خالي 

 است. "بي كار"باشد، مي گوييم كه سيستم 
خدمت دهندگان ممكن است كه در آن واحد به يك نفر و يا يك گروه خدمت كنند. قطار، اتوبوس، و 

هواپيما مثال هايي هستند از خدمت دهندگاني كه در آن واحد به يك گروه خدمت مي دهند. 
خدمت دهي ممكن است به تعداد افراد منتظر در صف بستگي داشته باشد. زيرا بعضي ممكن است به 

خاطر وجود صف سريعتر كار كنند و بعضي به همان دليل كندتر كار كنند. در صورتي كه سرعت انجام كار 
 مي ناميم. اگرچه اين تعريف در مورد "وابسته به حالت"به تعداد افراد در صف بستگي داشته باشد، خدمت را 

الگوي ورودي ها داده نشد، ولي در صورت وجود مشتريان بي صبر در سيستم اين تعريف صادق است.  
حتي اگر سرعت انجام كار بالا باشد، امكان دارد كه برخي از مشتريان مجبور باشند كه در صف به انتظار 
بمانند و لذا طول صف الگوي مخصوصي نخواهد داشت. مگر اين كه الگوي ورودي ها و خدمت دهندگان هر 

دو حتمي باشند. بنابراين توزيع احتمال طول صف نتيجه دو فرآيند جامع و مانع ورودي ها و خدمت 
دهندگان است. 

همانند الگوي ورودي، الگوي خدمت نيز ممكن است مانا يا نامانا باشد. 
 ارتباطي "وابسته به حالت" نبايد با هم اشتباه شوند. الگوي "نامانا" و "وابسته به حالت" دو عبارت نكته:

با اين كه چه مدت سيستم در حال انجام كار است ندارد و فقط بستگي به اين دارد كه چند نفر 
 نيز به اين كه چند نفر در سيستم وجود دارد، ارتباطي ندارد و مفهوم "نامانا"در سيستم هستند. 

 و "وابسته به حالت"آن اين است كه متوسط زمان ثابت نيست. البته يك صف ممكن است هم 
 باشد.  "نامانا"هم 

 
- نظم صف 4-4-3

منظور از نظم صف، نحوه انتخاب مشتري براي انجام كارش در زمان ايجاد صف است. نظم شايع در 
زندگي روزمره نظم نوبتي يا ترتيبي است كه در آن افراد به ترتيب ورودشان براي انجام كار انتخاب مي شوند. 

البته اين نوع، تنها نوع نظم ممكن نمي باشد. نوع ديگري از انواع نظم صف عبارت است از انتخاب بر اساس 
نوبت معكوس يا ترتيب معكوس كه در آن آخرين فرد صف، اولين كسي است كه براي انجام كارش انتخاب 

مي شود. اين مورد در سيستم انبارداري اشيايي كه فاسد و كهنه نمي شوند، به كار گرفته مي شود.  

www.ieun.ir Www.iepnu.com



110 
 

 

 انتخاب تصادفي و انتخاب براساس اولويت دو نظم ديگر انتخاب مشتري مي باشند. انتخاب اولويتي دو

گونه مي باشد. در گونه اولي كه آن را اولويت با حق انقطاع مي نامند، هنگامي كه يك مشتري با اولويت بالاتر 
وارد صف مي شود و فردي با اولويت پايينتر در حال خدمت گيري است، خدمت دهندگان، كار وي را متوقف 
كرده و كار فرد با اولويت بالاتر را شروع مي كنند و كار فردي كه كارش نيمه تمام مانده، پس از انجام كار 

افراد با اولويت بالاتر، ادامه مي يابد و يا اين كه به عنوان يك كار جديد تلقي مي گردد. در گونه دوم كه آن را 
اولويت بدون حق انقطاع مي نامند، هنگامي كه يك مشتري با اولويت بالاتر وارد صف مي شود و فردي با 

اولويت پايينتر در حال خدمت گيري است، فرد با اولويت بالاتر تنها در اول صف قرار مي گيرد و كار فرد با 
اولويت پايينتر ادامه مي يابد. 

اولويت ها به دو طبقه يا بيشتر مي بايست تقسيم بندي گردند و چنانچه در هر طبقه اي، بيش از يك فرد 
وجود داشته باشد، نحوه انتخاب افراد مي تواند به شكل هر يك از انواع تعريف شده در فوق باشد. به عنوان 

مثال پيام هاي نظامي  را مي توان به چهار دسته  تقسيم كرد:  عادي، با اولويت، فوري و اضطراري. اگر به مركز 
مخابرات نظامي از يك دسته چند پيام ارسال شود، معمولا آنها را براساس نوبت دريافت مي دارد و 

هنگامي كه پيامي با اولويت بالاتر برسد، دريافت پيام با اولويت پايينتر را متوقف مي كند. البته در عمل ممكن 
است كه تنها ارسال پيام اضطراري سبب توقف دريافت پيام با اولويت پايينتر گردد و آن هم در صورتي كه 

به پايان آن پيام نزديك نباشد. 
 

 اگر نظم صف از نوع ترتيبي نباشد بايد نوع آن به طور دقيق مشخص شود. نكته:
 
- ظرفيت سيستم 4-4-4

در برخي موارد به دليل محدوديت جا و غيره، طول صف نمي تواند از حد معيني تجاوز كند و اگر طول 
صف به حد مزبور برسد، ديگر به كسي اجازه ورود به صف داده نمي شود تا اين كه كار كسي انجام شود و 

 مي ناميم. "صف محدود"طول صف كوتاه تر گردد. اين حالت را 
 

- تعداد مسير هاي خدمت  دهي 4-4-5
تعداد مسير هاي خدمت دهي به تعداد مكانهاي موازي انجام كار اطلاق مي گردد كه به طور هم زمان 

مي توانند كار كنند. 
 

- تعداد مرحله هاي انجام كار 4-4-6
آرايشگاه و نانوايي، مثال هايي از كار هاي يك مرحله اي هستند و معاينه كامل كه شامل تاريخچه 

بيماري ها، معاينه گوش و حلق و بيني و چشم، آزمايش خون و ادرار و آزمايش قلب و غيره است مثالي است 
از كار هاي چند مرحله اي. 
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- تعريف ها و علامت هاي مورد استفاده 4-5
بيشتر مدل هايي كه در اين فصل مورد بحث قرار مي گيرند، اين شرط را دارند كه فاصله هاي زماني بين 

ورودي ها، از هم مستقل اند و توزيع يكساني دارند. به همين ترتيب، زمان انجام كار ها از هم مستقل اند و 
توزيع يكساني را دارا مي باشند. اين مدل ها حداقل با سه نماد زير مشخص مي شوند: 

 
تعداد مسير هاي خدمت دهي / توزيع زمان انجام خدمت / توزيع زمان بين ورودي ها 

 
برخي نماد هاي توزيع عبارتند از: 

 
M 23توزيع نماييF

 
D 24توزيع با زمان ثابتF

 

kE توزيع ارلنگkكه در آن k25 عبارتست از پارامتر شكلF

 

G 26توزيع عموميF

 
 

نشان مي دهد كه توزيع فاصله زمان بين ورودي هاي متوالي و زمان انجام كار هر دو M/M/S مثلا مدل 
 است كه مي تواند هر عدد Sنمايي هستند و تعداد مسير هاي خدمت دهي يعني تعداد خدمت دهندگان 

 نشان مي دهد كه توزيع فاصله زمان ورودي هاي متوالي نمايي و توزيع M/G/1صحيح مثبتي باشد. و مدل 
انجام كار عمومي است و تنها يك نفر خدمت دهنده وجود دارد. 

 
- نقش توزيع نمايي 4-5-1

همانطور كه گفته شد، الگو هاي ورود و خدمت سيستم هاي صف به وسيله دو توزيع احتمالي يكي توزيع 
زمان بين ورودي هاي متوالي و ديگري زمان انجام كار مشخص مي شود. در صف هاي واقعي اين توزيع ها 

ممكن است از هر نوعي باشند. تنها محدوديت اين است كه مقادير منفي نمي توانند پيش بيايند. اما  براي 
ساختن مدل مربوط، لازم است كه نوع توزيع زمان بين ورودي ها و زمان انجام كار مشخص شود. اين مدل ها 

مي بايست واقعيت را نشان دهند و در ضمن آنقدر ساده باشند كه بتوان آنها را تجزيه و تحليل رياضي كرد. 
با توجه به نكات فوق در نظريه صف توزيع نمايي، مهمترين توزيع مورد استفاده مي باشد. 

  زمان بين ورودي ها و يا زمان انجام كار را نشان  دهد. به عمل وارد شدن Tفرض كنيد كه متغير تصادفي
27Fيك فرد به سيستم و پايان كار يك فرد يك اتفاق مي گوييم. اگر تابع توزيع تجمعي

براي T به صورت زير ، 
باشد، آن را توزيع نمايي گوييم: 

                                                
˻˽ Exponential 
˻˾ Deterministic 
˻˿ Erlang 
˻̀ General 
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{ }
{ }

1 t

t

P T t e

P T t e

α
α

−
−

≤ = −
> = 

 
و ميانگين و واريانس آن برابر است با: 

( )
( ) ( )( ) 2

2

1

1

E T

Va rT E T E T

α
α

=
= − =

 

 
اگر يك توزيع نمايي باشد، چه نتايجي را مي توان انتظارداشت؟ در ادامه بحث، براي جواب به اين سوال، 

  خاصيت توزيع نمايي را بررسي خواهيم كرد.5

 
- مرور توزيع هاي نمايي،پواسون و خواص و روابط آن ها 4-5-2

  است.توزيع كاهشي يك توزيع نمايي .1

 
( ) t 0, 0

0 Otherwise

t

T

e
f t

αα α− ≥ >= 
 

 

( ) ( )
1
2

3 1
2 2

1 1
0 0.393 1

2

1 1 3 1
0.383 1 1

2 2

3 1
0.224

2

P T e

P T e e

P T

α
α α
α

−

− −

 ≤ ≤ = = −  
 ≤ ≤ = = − − −  
 ≤ =  

 

شكل نمودار توزيع نمايي، به شكل زير است: 

 
 متغيري تصادفي با توزيع نمايي باشد، بيشترين اتفاق ها در فاصله كمي  از مبدا روي Tبنابراين اگر

مي دهد. 
                                                                                                                                                  

˻́ Cumulative 

( )f x 

x 
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 صادق است؛ يعني آنچه كه قرار است در آينده اتفاق توزيع نمايي براي خاصيت عدم حافظه .2

 بيافتد، با دانستن وضعيت فعلي به آنچه در گذشته اتفاق افتاده بستگي ندارد.

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
and

t t
t

t

t

P T t t T t P T t

P T t T t P T t t

P T t P T t

e
e P T t

e

α α
α

− +∆ −
− ∆

∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆ ∆

> + > = >
> + > > +=> >

= = = >

 

تعدادي متغير تصادفي مستقل كه هريك داراي توزيع نمايي مربوط به خود باشند، را در نظر  .3
 است و پارامتر آن توزيع نمايي خود متغيري تصادفي با حداقل اين متغير هاي تصادفيبگيريد؛ 

nT,...,1مجموع پارامتر هاي متغير هاي T.مي باشد  

 
( )1 2

i
1

min T ,T , ,

~ exp

n

n

i

U T

U α α
=

=
 ⇒ =  ∑



 

 
iT متغير تصادفي مستقل با توزيع نمايي و پارامتر :iα 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )1 2

1 2

1 2

1 2

& &

n

n

n

nt t tt t

P U t P T t T t T t

P T t P T t P T t

e e e e eα α αα α α α+ + +− − −− −

> = > > >
= > > >
= = =







 

 
براي مثال اگر چند ايستگاه با زمان سرويس دهي نمايي داشته باشيم، زمان سرويس اولين 

مشتري اي كه خارج مي شود، برابر حداقل زمان سرويس  جايگاه هاي مشغول است. 
 
هرگاه زمان بين دو ورود متوالي داراي توزيع نمايي باشد، تعداد ورودي ها در يك فاصله زماني  .4

 مشخص داراي توزيع پواسون است.

 

[ ]( ) ( )
( ) ( )

Δ Δ,
!

    t 0
     P

0           Otherwise

nt

t
t

T

e t
P N t t t n

n

e
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 اتفاقي رخ دهد، به طور تقريبي برابر است با ∆tاحتمال اين كه در يك فاصله زماني كوچك .5
tα∆ 

 
( ) ( )Δ Δ Δ0P T t P t T t t tα≤ ≤ = ≤ ≤ + ≈ 

چون: 
( )

( )
( ) 2

0
2

1

P 0 1

!

0
!

t

n

n

n

t
n

t

te t

T e

t

n

t
Lim

n

α

α α α
α

− ∆

∞

=
∞

∆ → =

∆ =
− ∆ = − ∆ +

→

≤ ≤ −
− ∆

− ∆
∑

∑
 

 
- برخي پيش فرض ها در تجزيه و تحليل سيستم هاي صف 4-5-3

جامعه نامحدود است.  .1
 هر مشتري كه مراجعه مي كند، وارد مي شود. (پشيمان نشود.) .2

 سيستم ظرفيتي نامحدود دارد. .3

 مشتري ها به ترتيب ورود سرويس دريافت مي كنند.  .4

1Sاگر .5  باشد، يعني تعداد مسير هاي خدمت دهي بيشتر از يك باشد، همه مشتري ها يك نوع <
 سرويس را دريافت مي كنند و همه جايگاههاي سرويس يك نوع سرويس ارائه مي كنند.

 
- علامت هاي قراردادي 4-5-4

در اين بخش سعي مي كنيم، علامت ها و متغيرهاي قراردادي، كه براي فرموله كردن و حل مسأله هاي 
نظريه صف به كار مي رود را معرفي كنيم: 

 

 
 

) وقتي احتمال به زمان وابسته نباشد، :1نكته  )nP t با nP و ( )N t با N نشان داده مي شود. اين گونه 
سيستم ها به ثبات رسيده اند و پايا نام دارند. 

 

( )N t : تعداد مشتريان موجود در سيستم در
0tزمان  ≥ ( )nP t :

 

 حالت tاحتمال اين كه در لحظه
سيستم، يعني مجموع تعداد مشتريان 
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از آنجا كه تجزيه و تحليل حالت هاي انتقالي يا ناپايا مشكل تر است، در نظريه صف بيشتر كار ها 
28Fروي حالت پاياي

  .سيستم متمركز شده است 
 

 
 

 به كار مي بريم. يعني: n بستگي نداشته باشد، آنها را بدونn بهnµ و nλ اگر:2نكته 
 

 
 

 است. µ=0 اگر جايگاه سرويس دهي خالي باشد، :3نكته 
 

 
 

 وابسته نباشند، داريم: n به,λµ در مواقعي كه:4نكته 
 

µ
λρ
s

= 
 

                                                
˻̂ Steady 

λ
1

  دو بينيميانگين فاصله زمان: 
 ورودي متوالي

µ
1

 ميانگين زمان خدمت يك مشتري: 

ρ :يا احتمال ضريب اشتغال سيستم 
 دمتخمشغول بودن تمام مسير هاي 

 

λ : كه هنگامينرخ ورودي 
1 2 3 nλ λ λ λ= = = = 

µ : كه  انجام كار هنگامينرخ 

S : تعداد كانال هاي موازي انجام كار
nλ : متوسط نرخ ورودي سيستم در واحد زمان

 مشتري در سيستم nمشروط به اين كه
 . وجود داشته باشد

nµ : متوسط نرخ انجام كار در يك واحد
 فرد در nزمان مشروط بر اين كه

. توجه شود كه   نرخ nµسيستم باشد
تمام خدمت دهندگان و برابر با مجموع 
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 Little- روابط 4-6
تعاريف زير را در نظر بگيريد: 

 
L : 29سيستممتوسط تعداد مشتري هاي موجود درF

 

qL : سيستم خط انتظارمتوسط تعداد مشتري هاي موجود در 
W : تا ورودميانگين زمان انتظار يك مشتري در سيستم از لحظه 

30Fخروجلحظه 

 

qW : ميانگين زمان انتظار يك مشتري در خط انتظار سيستم از لحظه
 شروع سرويس تا لحظه ورود

 
 را در يك سيستم پايا نشان مي دهند: qW و qL و W و L ارتباط بين Littleروابط 

 

(I)

(II)

1
(III)

1
(IV)

q q

q

q q

L W

L W

W W

L W L L

λ
λ

µ
λλ µ µ

 = = = +
 ⇒ = + ⇒ = +  

 

 
 مي ناميم: Littleرابطه آخر از تركيب روابط ديگر به دست آمده است. به طور خلاصه روابط زير را روابط 

1
q q

q

q

L W

L W

W W

L L

λ
λ

µ
λ
µ

=
=
= +
= +

 

 
 را بدانيم، با qW و يا L ،qL ،W خيلي مهم هستند؛ از اين نظر كه اگر هر يك از مقادير Littleروابط 

استفاده از اين روابط مي توانيم بقيه را محاسبه كنيم. به علاوه اكثر اوقات محاسبه برخي از اين مقادير، 
ساده تر از بقيه است. 

 
                                                

˼˹ Line 
˼˺ Waiting 
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- فرآيند 4-7
)تعريف رياضي فرآيند عبارتست از مجموعه يك سري از اعداد؛ مثلا )X tبه عنوان مثال اگر  .t دفعات ،

 زمان باشد، t را به خود اختصاص مي دهد و يا اگر6 تا 1 به طور تصادفي مقادير txپرتاب يك تاس باشد، 
txمي تواند دماي هوا در زمان t .باشد 

 در فرآيند مي تواند به يكي از دو صورت زير باشد: tانديس
پيوسته مثل زمان.  .1
  هر شنبه.16گسسته مثل ساعت  .2

 
tx :نيز مي تواند به دو صورت باشد 

 پيوسته مثل دما. .1

 گسسته مثل موجودي يخچال يا تعداد مشتري در سيستم. .2

 
 گسسته است، به جاي tx داريم. وقتيtx و tپس در مجموع چهار حالت براي تركيب گسسته و پيوسته

كلمه فرآيند از كلمه زنجيره يا زنجير استفاده مي كنيم. فرآيند ها ممكن است برحسب تعريف در سه دسته 
قرار گيرند:  

 باشد؛ مثل قرار گرفتن ويروس ها و باكتري ها تولد تنها (زاد)يك فرآيند ممكن است يك فرآيند  .1
در يك محيط و تكثير آن ها. البته اين تولد تا يك جاي مشخص مي تواند ادامه يابد، مثلا تا پر 

 شدن آن مكان.

 باشد؛ مثل وارد شدن سمي  در يك محيط و مرگ تنها (مير)يك فرآيند ممكن است يك فرآيند  .2
 مرگ تدريجي باكتري ها و يا حيواناتي كه نسل آنها در حال انقراض است.

بيشتر فرآيند ها، فرآيند هاي زاد و مير هستند، يعني معمولا هم تولد داريم و هم مرگ.   .3
 

- فرآيند ماركوف 4-7-1
1nxفرآيندي كه در آن   وابسته  باشد،. يعني خاصيت عدم حافظه nx فقط به nx تا 0x با داشتن مقادير +

داشته باشد، فرآيند ماركوف نام دارد. يعني: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }1 1 0 0 1 1 1 1

1 1

, ,..., ,n n n n n n

n n n n

P x t i x t i x t i x t i x t i

P x t i x t i

+ + − −

+ +

= = = = = =
= = 

 
31F- فرآيند زاد و مير4-7-2

 

                                                
˼˻ Birth and Death Process 
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 در يك سيستم صف ورود مشتري به مفهوم زاد و خروج مشتري به مفهوم مير است. در نظريه صف براي 
داشتن يك فرآيند زاد و مير سه ويژگي لازم است و نمي توان به هر فرآيند كه مرگ و تولد داشت، يك 

فرآيند زاد و مير گفت. اين سه ويژگي عبارتند از: 
 

 زمان باقيمانده تا ورود بعدي داراي توزيع نمايي باشد. .1

 زمان باقيمانده تا خروج بعدي داراي توزيع نمايي باشد؛ مشروط بر اين كه سيستم تهي نباشد. .2

  بسيار كوچك حداكثر يك اتفاق بتواند رخ دهد. (ورود يك مشتري يا خروج آن)∆tدر يك .3

 
فرض كنيد يك فرآيند زاد و مير (سيستمي با ورود و خروج) داشته باشيم. مي خواهيم اين سيستم را در 

 و ... را به خود 1 و 0 بسيار كوچك تجزيه و تحليل كنيم. يك فرآيند زاد و مير گسسته كه مقادير ∆tيك 
 مي گيرد، را در نظر بگيريد. حالت هايي كه سيستم مي تواند به خود بگيرد، عبارتند از:

 

 
32Fشكل نرخ

 
 

 گفته مي شود. شكل نرخبه نمودار فوق 
 بسيار كوچك تنها يك ورود يا يك خروج داريم، پس تغييرات حالت ها فقط به صورت ∆tچون در يك 

بالا ميسر است. همچنين: 
قدرمطلق اختلاف تعداد دفعاتي كه وارد يك حالت مي شويم با تعداد دفعاتي كه از آن حالت  •

خارج مي شويم، حداكثر برابر يك است. يعني در بعضي موارد اين دو مقدار مساوي و در برخي 
موارد يكي از آنها به اندازه يك واحد از د يگري بزرگتر است. 

ميانگين تعداد دفعاتي كه وارد يك حالت مي شويم، برابر است با ميانگين دفعاتي كه از آن  •
  گويند.اصل تعادلخارج مي شويم. اين اصل را 

 

                                                
˼˼ Rate Diagram 

0 1 2 1k − 1k + 1n − k n   
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k,0,1,2طبق اصل تعادل براي  = ميانگين نرخ خروج از حالت kبا ميانگين نرخ ورود به حالت k 
 باشيم، داريم: k برابر احتمال اين باشد كه در حالتkPبرابر است. بنابراين اگر 

 

( )
( )

1 1 0 0

2 2 0 0 1 1 1

1 1 1 1k k k k k k k

P P

P P P

P P P

µ λ
µ λ µ λ
µ λ µ λ+ + − −

= + = + + = +





 

 
پس يك سيستم با تعداد معادلات نامحدود داريم و نيز باتوجه به تعداد مجهولات كه همواره يكي بيشتر 

از تعداد معادلات است، بي نهايت جواب داريم. پس مي توان يكي از مجهولات را انتخاب كرد و بقيه را 
1براساس آن به دست آورد و در آخر از رابطه 

0

=∑∞=n
nP :آن مجهول را به دست آورد 

 

( )
0 0

1 1 1 0 0 1 0 1  0
1 1

0 1
2 2 2 0 0 1 1 1

1 2

0 1
2 0 2 0

1 2

0 1
k 1 0 k 1 0

1 2 1

   , P  

  , P

...
...                         P

...
k

k

if c P P P c P

if c P P

P P c P

P c P

λ λµ λµ µ
λ λ µ λ µ λµ µ

λ λ
µ µ

λ λ λ
µ µ µ+ +

+

 = = ⇒ = = = + = + ⇒ = = ==



 

 
با فرض 

0

1k
k

P
∞

=
0 و∑= 1c  داريم: =

0 1 2 1k − 1k + 1n − k n   

0λ 1λ 1kλ − kλ 1nλ − 

2µ 1µ kµ 1kµ + nµ 
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0 0
0

0

1
1k

k
k

k

C P P
C

∞
∞=
=

= ⇒ =∑ ∑ 

 
0k=∞∑ داراي مقدار باشد، بايد مقدار0Pدر روابط فوق براي اين كه

kC محدود باشد و براي اين منظور بايد 
k وقتي كهkCمقدار   برابر صفر باشد. ∞→

 شرط لازم و كافي براي همگرايي سري اين است كه: 
 
0 1

1

....
lim 0

...
k

k
k

k

C
λ λ
µ µ −

→∞ = = 

 
0اگر 0P  ها صفر مي شوند. يعني سيستم به هيچ حالتي بازگشت ندارد و اگر وضعيت nP شود همه =

سيستم از يك حالت گذشت، ديگر با گذشت زمان به آن حالت برنمي گردد. در اين حالت مي گوييم سيستم 
 است. ناپايدار
0 اگر 0P  را محاسبه كنيم و qL ياL ها،nP باشد، سيستم پايدار است و ما مي توانيم پس از محاسبه <

 بقيه پارامتر ها نيز به دست مي آيند: Littleآنگاه با استفاده ازروابط 
 

 
 

( )
( ) ( )

n 0

0

1

      

,

1
,

n

q q n
n s

n n
n

q q

q n n
n

E N L nP L

E N L n s P

L W P

L W

W W P

λ λ λ
λ

µ µµ

∞

=
∞

=
∞

=

∞

=

=⇒ =
= = −

= =
=
=+ =

∑
∑
∑

∑

 

 
روابط فوق براي هر فرآيند زاد و مير پايا، صادق است. 

 
- يك روش ديگر براي به دست آوردن معادلات تعادل 4-7-3

N تعداد مشتري هاي سيستم 

qN تعداد مشتري هاي در صف 
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تعاريف زير را در نظر بگيريد: 
 

 
 

tاحتمال اين كه در لحظه t+  باشد را برابر مجموع سه احتمال زير قرار مي دهيم. n حالت سيستم∆
، ورود و خروج نداشته باشيم. ∆t باشد و پس از گذشت زمانn حالتtاحتمال اين كه در لحظه .1
1n حالتtاحتمال اين كه در لحظه .2 ، ورود نداشته و يك ∆t باشد و پس از گذشت زمان+

خروج داشته باشيم. 
1n حالتtاحتمال اين كه در لحظه .3 ، يك ورود داشته و خروج ∆t باشد و پس از گذشت زمان−

 نداشته باشيم.

 
( ) ( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

1,2,...

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( )

n n n n
n

n n n

n n n

P t t P t t t

P t t t

P t t t

O t

λ µ
λ µ

λ µ
=

+ + +
− − −

+ ∆ = − ∆ − ∆
+ − ∆ ∆
+ ∆ − ∆
+ ∆

 

 
احتمال خارج نشدن هنگامي كه هيچ فردي داخل سيستم نيست برابر با يك مي باشد. بنابراين: 

( ) ( )( )
( )( )
( )

0 0 0

1 1 1

1 1

1

P t t P t t

P t t t

O t

λ
λ µ

+ ∆ = − ∆ ×
+ − ∆ ∆
+ ∆

 

 
با در نظر گرفتن دو رابطه بالا داريم: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

0 0
0 0 1 1

n n
n n n

n n

n n

P t t P t
P t

t
P t

O t
P t

t
P t t P t O t

P t P t
t t

λ µ
µ
λ

λ µ

+ +

− −

+ ∆ − =− +∆
+

∆+ + ∆
+ ∆ − ∆=− +∆ ∆

 

 

( )nP t: احتمال اين كه درلحظهtحالت n 
. ) باشد )nP t t+ ∆

: 

tاحتمال اين كه در لحظه t+ ∆ 
.nحالت   باشد

n tλ احتمال اين كه پس از گذشت زمان  :∆
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∆0tاز طرفين روابط فوق هنگامي كه ، حد مي گيريم: →
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 0
0

0

n n
n

t

t

P t t P t
Lim P t

t
P t t P t

Lim P t
t

∆ →

∆ →

+ ∆ − ′=∆
+ ∆ − ′=∆

 

 
اگر بخواهيم سيستم حالتي پايدار داشته باشد، بايد اين حدود به سمت صفر ميل كند. يعني: 

( ) 0nP t′ ) و → )0 0P t′ → 
 

 وابسته نباشند. بنابراين: tبدين معني كه روابط فوق به
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1

1 1 1 1

0

0 , 1,2,n n n n n n n

P t P t

P t P t P t n

λ µ
λ µ µ λ+ + − −

− + =
− + + + = = 

 

يا: 

( )0 0 1 1

1 1 1 1, 1,2,n n n n n n n

P P

P P P n

λ µ
λ µ µ λ+ + − −

=
+ = + = 

 

 
- انواع مدل ها 4-8
/M- مدل 4-8-1 M/ 1 

 براي µ و λ است و يكي از حالت هاي خاص آن اين است كه M/M/1يكي ازمدل هاي سيستم صف، مدل 
حالت هاي مختلف سيستم تغيير نكنند؛ يعني وابسته به حالت نباشند: 

 

1 0

0 0

0

0 0

 

1 1 1
1

1
1

n

n
n n

n
n

n n

P P

P P P P

P
C

λρ µ

λ
µ

λ ρµ
ρ

ρ ρ

=

∞ ∞

==

=

 = ⇒ =  
= = = = −

−∑ ∑



 
 

|بنابراين، براي اين مدل شرط همگرايي، | 1ρ  است. >
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( )1 , 1,2,n
nP nρ ρ=− =  

 
 داريم: M/M/1براي سيستم 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

1

0 0

0 0

2

2

1 1

1 1

11
1

1 11

1

1

1 1 1 1

n n

n n

n n

n n

q q

q q q

L n n

d d

d d

d

d

L

L W W

W W W W

L W L

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ ρρ
λ ρ λρ µ ρ µ λ
λ µ λ

λ
µ µ µ λ µ µ µ λ

λλ µ µ λ

∞ ∞ −
==

∞ ∞

==

= − =−
 =− =−   

− =− == − −− 
= ⇒ = =− −
= ⇒ = −
= + ⇒ = − = − =− −
= ⇒ = −

∑ ∑
∑ ∑

 

 
: 1مثال 

5λ مشتري در ساعت مي  باشد (5، نرخ ورود M/M/1در يك سيستم صف  ) و در هر ساعت به طور =
10µ مشتري سرويس داده مي شود. (10متوسط  ) مي خواهيم ببينيم به طور متوسط، چند مشتري در =

كل سيستم و چند مشتري در خط انتظار وجود دارد و زمان متوسط، از لحظه ورود تا خروج و زمان متوسط، 
 مشتري در 8از لحظه ورود تا زمان شروع سرويس چقدر است؟ اين مقادير را براي سه حالت ديگر به ازاي 

 مشتري در ساعت به دست آوريد. 9/9 مشتري در ساعت و 9ساعت، 
 

حل: 
براي حالت اول داريم: 

5 , 10

5
1

10 5
L L

λ µ
λ

µ λ
= =
= ⇒ = =− −

 

 
يعني به طور متوسط، يك مشتري در سيستم وجود دارد.  

 
1 1 1

10 5 5
W Wµ λ= ⇒ = =− − 
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 دقيقه. 12 ساعت يا 20/0يعني متوسط زماني كه مشتري درسيستم مي ماند برابر است با 

( ) 5 1

5 10 10qW
λ

µ µ λ= = =− × 

 
يعني متوسط زماني كه مشتري درخط انتظار مي ماند، از لحظه ورود تا لحظه شروع سرويس ، برابر است 

 دقيقه. همچنين متوسط تعداد افراد منتظر در خط انتظار و احتمال تهي بودن سيستم 6 ساعت يا 10/0با 
كه به معناي خالي بودن جايگاه سرويس و بيكار بودن سرويس دهنده نيز هست، به اين ترتيب به دست 

مي آيد: 

( )0
0

1 1
5

10 2

5 1
1 1 1

10 2

q q qL W L

P

λ
λρ ρ µ

= ⇒ = × =
 = − = − = − =  

 

 
براي حالت دوم: 

0

8
4

10 8
1 1

10 8 2
8

0.810 , 8 10

8
0.4

20
3.2

0.2

q

q

L

W

W

L

P

λρ ρµ λ µ

= =−
= =−
= ⇒ = == = ⇒
= =
=
=

 

 براي حالت سوم:

 

q 0

0.9 , 9 , 1
10 , 9

W 0.9 , 8.1 , 0.1q

L W

L P

ρµ λ = = == = ⇒ = = = 

 
 و براي حالت چهارم:

 

( )2

q 0

0.99 , 99 , 10
10 , 9.9

W 9.9 , 9.9 , 0.01q

L W

L P

ρµ λ = = == = ⇒ = = = 
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 نزديكتر مي شود، پارامتر ها بزرگتر شده و µ به λبا توجه به حالت هاي بالا مشاهده مي شود كه هرچه 
0P كه 1 كوچكتر مي شود. توجه كنيد كه براي پايدار بودن سيستم لازم استρ  باشد. >

 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



126 
 

 

- اصل (قانون) احتمال كل 4-8-1-1
2اگر اتفاقات  1,... ,nE E E  :جامع و  دو به دو ناسازگار باشند يعني 

 

( )
( )1

1

for , with 0 for all .

n

i i j
i

i

P E P U and E E

i j p E i

=
  = = =∅  

≠ >
 

 
 داريم: Aآنگاه براي اتفاق 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1

  

P

n

i
i

n n

i i i
i i

P A P A U P A E

P A E P A E E

=

==

 = =   
==∑ ∑

 




 

 
/M- توزيع زمان انتظار يك مشتري در سيستم 4-8-1-1 M/ 1 

تعاريف زير را در نظر مي گيريم: 
 

 
 

به محض ورود مشتري جديد، فردي كه در جايگاه سرويس است، به دليل خاصيت ماركوفي، گويي تازه 
 نشان مي دهيم. به محض تمام شدن سرويس 1Sوارد جايگاه سرويس شده است. زمان سرويس مشتري را با 

 مي شود و ... 2Sاين مشتري، نفر اول صف وارد جايگاه سرويس شده و زمان سرويس آن 
1اين متغير ها  2 1,... ,nS S S+ .همگي داراي توزيع نمايي يكسان بوده و مستقلند 

 
121 ... +++++= nnn SSSST 

 
nS ها متغير هاي تصادفي مستقل و داراي توزيع نمائي يكسان يا I ID33F

 .هستند 

                                                
˼˽ Independent Identical Distribution 

nT : زمان انتظار يك مشتري در سيستم
 nمشروط بر اين كه در لحظه ورودش

مشتري در سيستم وجود داشته 
 . باشد

1nE 1nتوزيع ارلنگ با پارامتر : + + 
τ : . زمان انتظار يك مشتري در سيستم ( )f t : توزيع زمان انتظار يك مشتري در
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داريم: 
1~ +nn ET 

براي توزيع ارلنگ داريم: 

( ) ( )
!n

n

t
T

t
f t e

n
µµ µ −= 

و بنابراين: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1
!

!

n

t n

n

n

tt t t

n

t
f t e

n

t
f t e e e e

n

µτ

µ λµ µ λτ

µ µ ρ ρ
λµ λ µ λ µ λ

∞ −
=

∞ − −− −
=

= × −

=− =− =−
∑

∑
 

 
همانطور كه در اينجا مي بينيم و از قبل نيز مي دانستيم، ميانگين زمان انتظار يك مشتري در سيستم 

λµبرابر است با  −
1 .

 
مثال: 

 دقيقه باشد را به دست آوريد. 10احتمال اين كه زمان انتظار يك مشتري كمتر از 

( ) ( )10

60

0

t
rP e dtµ λµ λ − −= −∫ 

 
 n مشتري وقتي حالت سيستمnزمان انتظار يك مشتري در صف برابر است با مجموع زمان سرويس

باشد و به طور مشابه مانند عمليات  بالا عمل مي شود:  
 

( ) ( ) ( ) q

q

t

qf t e µ λ
τ ρ µ λ − −= − 

 
/M- مدل 4-8-2 M/ S 

 به اين ترتيب است: M/M/Sخصوصيات اين مدل 
فرآيند زاد و مير (زمان بين دو ورود متوالي و زمان سرويس هر دو توزيع نمايي دارند).  •
 جايگاه سرويس  Sوجود  •
وجود تنها يك صف.  •

توجه كنيد كه صف هنگامي ايجاد مي شود كه تعداد مشتري هاي سيستم بيشتر از تعداد جايگاه هاي 
سرويس باشد. 

 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



128 
 

 

 
 

شكل نرخ براي اين مدل به صورت زير است: 
 

 
 

داريم: 
 

1 2

1

1

, 2 ,

, , ,

, ,
s s

n n

S S

S S

µ µ µ µ
µ µ µ µ

µ µ µ µ+
+

= =
= =

= =


 

 
با توجه به شكل نرخ و روابط مربوط داريم: 

 

0 1
1

1 2 1

0 0 0

0

, 0,1,2,

1
, 1,2, , , 1

n
n

n

n n

n
n

s

C n

P C P n P C
C

λρ µ
λ λ λ
µ µ µ+

+

∞

=

=
==

= = = =∑








 

 
 نرخ سرويس هرجايگاه است نه نرخ سرويس سيستم. µ توجه كنيد كهنكته:

 
 به حالت بستگي نداشته باشند، داريم: λ وµاگر

  

0 1 2 1k − 1k + 1n − k n   

0λ 1λ 1kλ − kλ 1nλ − 

2µ 1µ kµ 1kµ + nµ 

جايگاه هاي 
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1
1

0
0

0

!

!

! !

! ! !

n

n

n n

n s n

n ns

n n s n
n n s

n s s
n s j

n s n s s
n s n s j

n s
n

C

n s
s s

P
n s s

s s s s

λ
µ
λ

µ
λ λ
µ µ

λ λ λρ ρµ µ µ

−
−− ∞

−==
∞ ∞ ∞−

−= ==

 <=  ≥
 = +  

==
∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

 
1ρبا توجه به اين كه  بايد باشد، داريم: >

 

( )
0

1
1

0
0

1
1

1

! ! 1

j

j

n ss

n s
n

P
n s

ρ ρ ρ
λ λ
µ µ ρ

∞

=
−−

=

< ⇒ = −
 = + − 

∑
∑ 

 
 احتمال خالي بودن جايگاه هاي سرويس مي باشد. 0Pكه در آن

متوسط تعداد مشتري ها در صف از روابط زير به دست مي آيد: 
 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

0

0

10

10

0

0

0

0

0

0
2

!

!

!

!

!

!

! 1

q q n
n s

n

n s n
n s

n ss

s
n s

s
n s

s
n s

s
j

s
j

s
j

s
j

s
j

s
j

s

s

L E N n s P

n s P
s s

P
n s

s s

P
n s

s

P
j

s

P d

s d

P d

s d

P

s

λ
µ

λ λ
µ µ

ρ λ ρµ
ρ λ ρµ
ρ λ ρµ ρ
ρ λ ρµ ρ

ρ λ
µ ρ

∞

=
∞

−=
−∞

=
∞ − −
=
∞ −
=
∞

=
∞

=

 = = − 
= −

 =−   
=−
=
=

 =   
= −

∑
∑

∑
∑
∑
∑

∑
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بنابر اين: 

( )0
2

! 1

s

q s

P
L

s

ρ λ
µ ρ= − 

 
 به دست آورد. Little را از روابط L وqW،Wدر اينجا مي توان مقادير

 
مثال: 

، جامعه و ظرفيت نامحدود بوده و مشتري ها به ترتيب ورود سرويس دريافت M/M/Sدر يك سيستم صف 
مي كنند. احتمال خالي بودن يك جايگاه مشخص را در حالت هاي زير به دست آوريد: 

1. 2S = ،5µ 8λ و= = 

2. 3S = ،5µ 8λ و= = 

 
حل: 

2Sدر حالت اول، از آنجا كه  است. با توجه به فرمول داريم:  M/M/2 است، سيستم =

( )
( )

[ ]

1
1

0
0

1

0

1

! ! 1

8 64
1

5 2 25 1 0.8

1
2.6 6.4 0.11

9

n ss

n s
n

P
n s

P

λ λ
µ µ ρ

−−

=
−

−

 = + −  
 = + + × × −  

= + ==

∑
 

 
%  اوقات هر دو جايگاه سرويس خالي مي باشد. 11يعني در 

 

1 1 0

8 1 8
0.17

5 9 45
P C P= = × = = 

 
اگر سيستم تصادفي باشد و مشتري به طور تصادفي به جايگاه هاي خالي هدايت شود، داريم: 

 

 

(P)دنهر دو جايگاه خالي باش( خالي  =
 P)بودن يك جايگاه مشخص

جايگاه مشخص فقط آن (
 +P)خالي  باشد
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3Sبراي حالت دوم، از آنجا كه  است. با توجه به فرمول داريم: M/M/3 است، سيستم =
 

( )
1

1

0

1

2

3

8 64 512
1 5.3 0.19

85 2 25 6*125 1
15

8
0.19 0.304

5
64

0.19 0.24
50
512

0.19 0.13
750

P

P

P

P

−

−
   = + + + = =×   −    

= × =
= × =
= × =

 

 

0 1 2

2 1
0.47

3 3
P P P+ + =)  P)خالي بودن يك جايگاه مشخص=

 
 با مقايسه حالت اول و دوم مشاهده مي شود كه اضافه شدن يك جايگاه وقتي نرخ ورود و خروج نتيجه:

تغيير نكرده باشند احتمال خالي بودن هر سه جايگاه را بيشتر مي كند. 
/M- توزيع زمان انتظار مشتري در خط انتظار در مدل 4-8-2-1 M/ S 

تعاريف زير را در نظر بگيريد: 
 

 
 

اگر حد اقل يك جايگاه  سرويس خالي باشد، مشتري در خط انتظار نمي ماند: 
 

qτ : متغير تصادفي بيانگر زمان انتظار
 ردر خط انتظا

nqτ :كه ايمشتري  زمان انتظار در صف براي 
 nدر لحظه ورود حالت سيستم را

 دمي بين
S :داراي توزيع نماي با پارامترSµ 

 هر دو جايگاه مشغول سرويس دهي باشد (
(P 
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1 2 1

0 , 0,1, , -1

, , 1,
n

n

q

q n s

T n S

T S S S n S S− +

= = = + + + = +


 
 

 

nqT براي n S≥ 1 داراي توزيع ارلنگ با پارامترشكلn S−  است. پس: +
 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )

0

0 0
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!
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q
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توزيع زمان انتظار در خط انتظار برابر است با: 

 

( )
( )

0

( )

0

1 0

!

0
1 !

q

q

s

q

T q

S
S t

q

S

P t

S S
f t

e

P t
S

µ λ

λ
µ
λ
µ

λ µµ − −

      − =  −  =      > −

 

 
توزيع زمان انتظار درسيستم كه از پيچش توزيع هاي نمائي غير يكسان بدست مي آيد عبارتست از: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0 1 0

1

q q

S tt
T T

T

e S f f S e
f t

S

µ λµµ λ µ µ λ µ µ
λ µ

− −−      − + − − −    =  − −  

 
/M- مدل 4-8-2-2 M/ S/ k 

 دارد. يعني تا زماني كه حالت k اين است كه سيستم گنجايش مشخصي برابرM/M/S/kمنظور از 
 نشده، هر فردي كه مراجعه كند مي تواند وارد شود؛ ولي از آن به بعد هر فردي كه مراجعه كند kسيستم

 است، فرآيندزاد و مير داريم و كليه فرض هاي قبلي وجود دارند: M/Mنمي تواند وارد شود. چون سيستم 
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1ρچون سيستم محدود شده، نيازي به شرط  هم باشد و µ خيلي بزرگتر ازλ نيست. چون حتي اگر>

سيستم ظرفيت خالي نداشته باشد، مراجعين نمي توانند وارد سيستم شوند. 
داريم: 
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هنگامي كه براي سيستم صف، ظرفيت در نظر بگيريم، نرخ ورود به سيستم و نرخ مراجعه به سيستم 

يكسان نيستند و نرخ ورود به سيستم به اين ترتيب محاسبه مي شود: 
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/M- مدل 4-8-2-3 M/ 1/ k با ρ= 1 
1ρ در نظر بگيريد، اگرk را با ظرفيت محدودM/M/1مدل   باشد، يعني نرخ مراجعه و سرويس يكسان =

باشند، با احتمال يكسان به حالت قبلي و بعدي مي رويم: 

1
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/M- مدل 4-8-2-4 M/ S/ S 

kاگر S= باشد، خط انتظار هيچگاه تشكيل نمي شود؛ مثل سيستم هاي تلفن ساده كه اگر خط آزاد باشد 
مي توان شماره گرفت، ولي اگر اشغال باشد، نه در صفي وارد مي شويد و نه نوبتي خواهيد داشت. به اين نوع 

,0سيستم، سيستم ارلانگ گويند. ( ,N S=  (
براي اين سيستم داريم: 

( )
0

1

0

0
1

0

0 , 0 ,

,

1 1
,

s

q q n
n

s

n n
n

s

n
n

qs

n n
n

L W L E N nP

P L W

nP
L

W W W W
P

λ λ λ

λ µ µλ

=
−

=

=−

=

= = = =
==

= = = + ⇒ =

∑
∑

∑
∑

 

 
/M- سيستم صف 4-8-2-5 M/ S با تعداد افراد جامعه M 

شكل نرخ زير را در نظر بگيريد: 
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اگر مسأله را مورد خرابي ماشين هاي يك كارخانه در نظر بگيريم، هر حالت تعداد ماشين هاي خراب را 
نشان مي دهد و با افزايش ماشين هاي خراب از تعداد ماشين هاي مفيد كاسته مي شود. 

 نرخ خرابي هر ماشين در واحد زمان بوده و ماشين ها پس از خراب شدن وارد سيستم λدر روابط فوق
مي شوند. درنتيجه داريم:  
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/M- مدل 4-8-3 M/ ∞ 

مثل سيستم هاي سلف سرويس كه هر فردي خودش به خودش سرويس مي دهد. 

0 1 2 1S − 1S + 1M − S M   

Mλ ( )1M λ− ( )( )1M S λ− − ( )M S λ− λ 

Sµ Sµ Sµ Sµ Sµ 
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به علت اين كه به هر فرد مراجعه كننده در زمان مراجعه سرويس داده مي شود، صف تشكيل نمي شود. 

داريم: 
 

1 1
0 , 0 ,q q qL W W W W L

λ
µ µ µ= = = + ⇒ = ⇒ = 

 
اين صورت اگرتعداد افراد گروه ثابت باشد، مثل قبل   گاهي يك گروه به سيستم مراجعه مي كند درنكته:

مي توان عمل كرد. ولي اگر تعداد افراد ثابت نباشد، حالت هاي متفاوتي پيش خواهد آمد. در اين 
حالت مي توان ميانگين افراد گروه ها را به عنوان نرخ مراجعه به سيستم درنظر گرفت. اين مطلب 

درمورد نرخ سرويس هم صادق است. مثلا ممكن است بتوان يكجا به چند نفر سرويس داد. 
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- مشتري نا شكيبا 4-9
در اين قسمت چهار نوع مشتري ناشكيبا را مورد بررسي قرار مي دهيم. اين انواع عبارتند از: 

 
34F- امتناع (انصراف) ازورود به سيستم صف1

 

در اين مدل نرخ مراجعه به سيستم با تغييرزمان تغيير نمي كند. اما اين كه چند نفر از اين افراد 
وارد سيستم مي شوند، به حالت سيستم وابسته است. 

10,1,....,n       10 01 ==≤≤≤
=

+ bbb

b

nn

nn λλ
 

 
: nbيكي از اشكال 

 
n

nnn eb
n

b
n

b α−=+=+= ,
1

1
,

1

1
2

 
 

 ضريبي است كه شرط انصراف را براي آن سيستم بيان  مي كند. αدر رابطه فوق 
 

35F- دبه كردن2

 (انصراف يا امتناع از ماندن در صف) يعني خروج از صف پس از ورود به آن ،
) باشد، تابعي به نامµاگر نرخ سرويس به صورت ثابت  )r n را در نظر مي گيريم تا بيانگر حالت 

افرادي باشيم كه از صف خارج مي شوند. (در حقيقت سيستم از حالتي به حالت ديگر مي رود، 
بدون اين كه به كسي سرويس داده باشد.) 

)(nrn += µµ 
 

36F- تعويض صف3

 

گاهي چند صف براي سرويس دادن وجود دارد كه مشتري پس از ورود ، يكي از آنها را انتخاب 
مي كند. امكان دارد در طول مدتي كه مشتري در سيستم است، چندين بار صف خود را عوض 

كند. 
 

- عدم رعايت نوبت در صف 4
گاهي سرويس در سيستم به گونه اي است كه مشتري ها به ترتيب ورود، سرويس دريافت 

نمي كنند. به عنوان مثال آخرين نفري كه وارد صف شده، اولين نفري است كه سرويس دريافت 

                                                
˼˾ Balking 
˼˿ Reneging 
˼̀ Jockeying 
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 به نظم صف بستگي qL وqW وL وWمي كند. بايد توجه داشت كه ميانگين هاي چهارگانه 
ندارند. 

 
- اولويت 4-10

37Fالف) اولويت با حق انقطاع

 

اگر يك مشتري، با اولويت بالاتر از مشتري در جايگاه سرويس وارد سيستم شود، مشتري سرويس 
گيرنده از جايگاه سرويس خارج شده و مشتري با اولويت بالاتر، وارد جايگاه سرويس مي شود؛ مثل 

اورژانس بيمارستان ها. همچنين افرادي كه اولويت يكساني دارند، با نظم ترتيبي، وارد جايگاه 
سرويس مي شوند. 

 
38Fب) اولويت بدون حق انقطاع

 
مشتري كه وارد جايگاه سرويس مي شود، سرويس خود را تمام مي كند؛ حتي اگر اولويتش از بقيه 
افرادي كه بعدا وارد شده اند كمتر باشد. سپس بعد از سرويس وي مشتري اي كه بيشترين اولويت 
را دارد، وارد جايگاه سرويس مي شود. همچنين افرادي كه اولويت يكساني دارند، با نظم ترتيبي، 

وارد جايگاه سرويس مي شوند. 
 

/M- اولويت با حق انقطاع در مدل 4-10-1 M/ 1 
 در سيستم باشد داريم: 1 ميانگين زمان انتظار يك مشتري با اولويت 1wاگر

 

1
1

1

λµ −=w 

 
 بقيه پارامتر ها به دست مي آيند. Littleبا استفاده از روابط 

 
1,2W  عبارتست از: 2 يا 1ميانگين زمان انتظار براي مشتري هايي با اولويت 

 

( )1,2
1 2

1 2
1,2 1 2

1 2 1 2

1
W

W W W

µ λ λ
λ λ

λ λ λ λ

 = − + = + + +
 

 
                                                

˼́ Preemptive Priority 
˼̂ Non-Preemptive Priority 
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 محاسبه مي شود. 2W در آخرين معادله، مقدار1,2W و 1Wبا قرار دادن مقادير
 

 دارد عبارتست از: 3 يا 2 يا 1زمان انتظار مشتري اي كه اولويت 

( )1,2,3
1 2 3

31 2
1,2,3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1
W

W W W W

µ λ λ λ
λλ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ

 = − + + = + + + + + + + +
 

 
 به دست خواهد آمد و به همين ترتيب ادامه مي دهيم. 3Wحال 

 
 در روابط فوق دو فرض را در نظر گرفتيم. يكي اينكه تمام مشتري ها يك نوع سرويس دريافت تذكر:

مي كنند و فرض ديگر اين است كه ورودي هر اولويت، نمايي است. در نتيجه ورودي كل نيز نمايي 
با پارامتري برابر با مجموع پارامتر ها مي باشد. 
 

1 1 21 , 1 ,
λ λ λ
µ µ

+< <  
 

 دارند سيستم صف، سيستمي پايا است و روابط برقرار است. ولي اگر به ρ>1 براي گروه هايي كهنكته:
 شد، براي آن گروه ها سيستم ديگر در حالت پايا نيست. ρ≤1گروه هايي رسيديم كه در آنها

 
/M- اولويت بدون حق انقطاع در مدل 4-10-2 M/ S و مدل M/ M/ 1 

 ام داريم: i براي زمان انتظار در صف براي مشتري با اولويتM/M/Sدر مدل 
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 داريم: M/M/1و در مدل 
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( )
( )( )

1

1

1 1 1

, 2,3,
i

q

q
i i

W

W i

λ
µ µ λ

λ
µ λ λ µ λ λ−

= −
== − − − − − − 

 

 

 
 مثال:

 عدد در ماه است. تنها قاضي 10تعداد دعاوي كه به يك دادگاه مي رسد، داراي توزيع پواسون با ميانگين 
 پرونده در ماه رسيدگي كند. مدت زمان رسيدگي به هر پرونده 12اين دادگاه، مي تواند به طور متوسط به 

%  دعاوي 10نيز داراي توزيع نمايي است و دعاوي رسيده، در سه نوع اضطراري، مهم و عادي مي باشند. 
%  مهم و مابقي دعاوي عادي مي باشند. 20رسيده در ماه، اضطراري، 

الف) مطلوبست مدت زماني كه طول مي كشد تا به يك پرونده رسيدگي شود. 
ب) مطلوبست تعداد پرونده هاي موجود ازهر نوع در دادگاه. 

حل: 
)ماه )1 1

0.5
12 10

W µ λ= = =− − 

 
 روز در دادگاه مي ماند. مدل اين مثال، با توجه به وجود يك قاضي و 15هر پرونده، به طور متوسط 
 با اولويت بندي بدون حق انقطاع مي باشد.  M/M/1توزيع هاي ورودي و خروجي، 
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12 1 12 1 2 11 9

0.555

q
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q
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W
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λ
µ µ λ= = =− × − ×

= = =− − − ×
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با كاهش اولويت، متوسط زمان انتظار هم بيشتر مي شود.  

 
 داريم: Littleبا استفاده از روابط 
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ميانگين زمان انتظار در خط انتظار: 

1 2 3

31 2
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1 5
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0.10 0.10 10 1
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- بهينه سازي درسيستم هاي صف 4-11

بيشتر مسائل خط انتظار مربوط است به تعيين سطوح بهينه سرويس بنگاههاي اقتصادي. فروشگاههاي 
بزرگ ميبايست در مورد تعداد صندوقهاي دريافت وجوه كالاهاي خريداري مشتريها، پمپ بنزينها ميبايست 

در مورد تعداد پمپها و تعداد كاركنان، توليد كنندگان ميبايست در مورد تعداد افراد مكانيك كه كار نت 
(نگهداري و تعميرات) را انجام مي دهند و بانكها مي بايست در مورد تعداد باجه هاي ارائه دهنده خدمات 

بانكي تصميم بگيرند. در بسياري از موارد ميزان سطح سرويس گزينه اي است كه تحت كنترل مدير مربوط 
مي باشد. براي مثال در جدول زير تجزيه و تحليل هزينه بندري يك خط كشتي راني را ملاحظه مي كنيد. 
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افزايش سطح سرويس، به معناي افزايش نرخ سرويس مي باشد. مثل افزايش تعداد جايگاه هاي سرويس و 
يا كاهش زمان سرويس. به طور كلي با افزايش سطح سرويس، متوسط زماني كه يك مشتري در سيستم 

مي ماند كاهش پيدا كرده و هزينه انتظار كم مي شود، ولي  هزينه سرويس افزايش پيدا مي كند. 
هزينه انتظار براي مشتري هاي داخل سيستم به خوبي قابل محاسبه مي باشد مثل هزينه كار نكردن و 

انتظار يك ماشين خراب شده براي تعميرات ولي هزينه انتظار براي مشتري هاي خارج از سيستم عبارتست 
از هزينه از دست دادن مشتري . 

جدول تجزيه و تحليل هزينه بندري يك خط 
كشتي راني 

تعداد تيمهاي تخليه  
1 2 3 4 

ميانگين  الف ـ
كشتيهاي ورودي 
در يك شيفت 

5 5 5 5 

 ميانگين ب ـ
زمان تخليه هر 
كشتي به ساعت  

7 4 3 2 

 ميانگين كل ج ـ
ساعات تلف شده 
در هر شيفت  

35 20 15 10 

هزينه ساعتي دـ 
 100 1000 1000 1000هر كشتي متوقف 

 كل هزينه ه ـ
انتظار در يك 

شيفت 
3500

0 
20000 

1500
0 

1000
0 

هزينه وـ 
 12000 6000كاركنان تيم 

1800
0 

2400
0 

 مجموع هزينه زـ
4100

32000 
33003400
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در شكل فوق هزينه سرويس، هزينه انتظار و مجموع آنها يعني هزينه كل نشان داده شده است. هدف 
پيدا كردن سطحي از سرويس است كه حداقل هزينه كل (سطح بهينه) را بدهد. پيدا كردن سطح بهينه در 
اينجا با توجه به اين كه سطح سرويس گسسته است، از طريق مشتق گيري ممكن نيست. لذا بايد از طريق 
محاسبات در هر سطح سرويس، سطح بهينه را تعيين كرد (از حداقل تعداد جايگاه سرويس شروع كرده و 

آنرا هر بار يك واحد افزايش مي دهيم تا حالت بهينه به دست آيد.) 
ولي در جا هايي كه بتوان سطح سرويس را پيوسته در نظر گرفت، مشتق گيري راهي مناسب است. 

 
- تابع هزينه خطي 4-11-1

تابع هزينه خطي در يك سيستم صف عبارت است از: 
 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 2 3

4 5 6 7

q q

q q

TC C S L L C L L C S

C C L C L L C Kλ λ
= − + + − +
+ − + + − + 

 
كه در آن تعاريف زير مورد استفاده قرار گرفته است: 
 

◙ ŌĻ▼☺ ▀ℓ ☺ Ļ ╙ķ ĶĴŌ○ķ ε Ĵ█Ĵī

0

20

40

60

80

100

120

0 500 1000◙ ŌĻ▼☺ ▀ℓ ☺

╙     

►╙●╣į╘ ĶĴŌ○ķ

◙ ŌĻ▼☺ ĶĴŌ○ķ

ĦŻ ĶĴŌ○ķ
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1در برخي موارد  2C C= 5 و 6C C= :است. در نتيجه 
 

( ) ( )1 3 6 4TC C C S C L C λ λ= + + + − 
 

مثال: 
 چه مي تواند باشد، اگر: S داريم، تعداد بهينهM/M/Sسيستمي 

 

1 2

5 6

3 4

15

10

120

360

0

C C

C C

C C

λ
µ
=
=
= =
= =
= =

 

 
 است و محدوديت ظرفيت و هزينه سرمايه گذاري نداريم. 360هزينه هر ساعت وقت مشتري 

 
حل) 

µ
λ=− qLL 

 
µ كه مساوي qL وLاختلاف

λمي شود بستگي به S :ندارد، بنابراين 
 

TC
 :

هزينه کل در واحد زمان 

1C

 :
هزينه يك خدمت دهنده بيكار در 

واحد زمان 
2C

 :
هزينه يك خدمت دهنده مشغول در 

واحد زمان 
3C

 :
هزينه سرمايه گذاري براي هر 
جايگاه سرويس در واحد زمان 

4C

 :
هزينه هر مشتري از دست رفته در 

واحد زمان 
C هزينه هر مشتري در حال انتظار
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( ) 120 360

1

15
1 2

10

qTC S S L

S

S
S

λρ µ
ρ

= +
= <
= < ⇒ ≥

 

 
S :تعداد جايگاه هاي سرويس، مقادير گسسته را مي گيرد. بنابراين 

 

 
 

3S مي باشد، يعني 3تعداد بهينه جايگاه هاي سرويس برابر  =  .
 

- نرخ سرويس پيوسته 4-11-2
 

 
 

براي هزينه كل داريم: 
( ) 1 6TC C C Lµ µ= + 

 
 باشد، داريم: M/M/1 اگر سيستم 

 

λµ
λ
−=L 

 

µ
 :

نرخ سرويس و در اينجا مجهول 

1C

 :
بيان مي كند كه اگر نرخ سرويس يك 
واحد افزايش يابد هزينه سرويس در 

واحد زمان چه تغييري خواهد 
 ( .(خطي فرض شده است كرد

6C

 :
هزينه انتظار يك مشتري درسيستم 

در واحد زمان 

L ( )TC S 0P S 
1.92 934.3 0.14 2 
0.24 445.3 0.21 3 
0.04 496.1 0.22 4 
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 بتواند مقادير پيوسته را به خود بگيرد (مثل ماشيني كه بتوان سرعت آن را به دلخواه تغيير داد)، µ اگر
داريم: 

( )
( )

6
1

6

1

6

1

0

1 1 1

C
TC C

TC C

C

C

C

λµ µ µ λ
µ λµ λµ

λ λρ µ λλ

= + −
∂ = ⇒ = +∂
< ⇒ < ⇒ <

+

 

 
مثال: 

يك شركت براي امور چاپ خود نياز به اجاره يك چاپگر دارد. چاپگر ها سرعت هاي مختلف دارند. هدف 
 تقاضاي چاپ وجود دارد كه طبق 50 ساعت (يك روز كاري) 8پيدا كردن چاپگري با سرعت بهينه است. در 

 خط مي باشد و زمان چاپ نيز نمايي 1000توزيع پواسون، وارد مي شوند. ميانگين تعداد خطوط اين چاپ ها، 
 دلار هزينه در 10در نظر گرفته شده است. همچنين به تاخير افتادن هر كار چاپ از روز خودش به روز بعد، 

 دلار بالا 100 خط افزايش سرعت در دقيقه، هزينه در ماه نيز 100بر دارد. براي اجاره چاپگر نيز به ازاي هر 
مي رود. مطلوبست سرعت بهينه براي اجاره چاپگر. 

 
حل: 

 است: M/M/1با توجه به شرايط، سيستم 

6 1

6

1

50

?

C 10, 0.0948

C 50 10
50 123      

0.0948

C

C

λ
µ

λµ λ

=
=
= =

×=+ =+ =
 

 كار در روز خواهد بود. 123بنابراين سرعت چاپگر 
 

 روز كاري در نظر گرفته ايم، داريم: 22 با توجه به  اين كه يك ماه را 1Cبراي به دست آوردن
55.422/100افزايش هزينه روزانه    = 

 
 واحد در سرعت چاپ در دقيقه مي توان چاپ 100خطوط اضافي كه در يك روز كاري به ازاي افزايش 

كرد: 
100 60 8 48000× × = 
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 كار بيشتر در هر روز كاري. در 48 خط و يا 48000يعني افزايش سرعت در يك روز كاري برابر است با 
نتيجه افزايش هزينه سرويس در واحد زمان برابر است با: 

4.55
0.0948

48
= 
 

 استفاده شده است. µكه از آن در محاسبه
 

- نرخ سرويس گسسته 4-11-3
 µ را برابر با يك قرار داده و سپس مقدار بهينهS هر دو مجهول باشند. در اين صورتµ وSفرض كنيد

 µ وS به اندازه يك واحد است. سپسSرا با هدف حداقل كردن هزينه به دست مي آوريم. گام دوم افزايش
ها به دست مي آوريم. µ وSبهينه را كه كمترين هزينه را بدهد، از بين تمام

 
مثال: 

در يك سيستم صف، يك جايگاه سرويس و ظرفيت محدود داريم و نرخ سرويس و ظرفيت سيستم صف 
}مجهول مي باشند. با توجه به اين كه  }5,7,12∈µنرخ سرويس µ .چه باشد تا هزينه كل حداقل گردد 

 
حل) 

 مجهول هستند. µ وk است وM/M/1/Kحالت سيستم 
 

1 6 4 7

10 8 5 20 10
K

K

TC C C L C P C K

TC L K P

µ λ
µ

= + + +
= + + + × 

 
 قرار مي دهيم: 1 را برابر kحداقل مقدار

 
بنابراين: 

( ) ( ) 1

1 1

1

1 10 8 5 1 20 10

1

10 5 208

kk TC L P

L E N P P

TC P

µ

µ

= ⇒ = + + × + ×
= = × =
= + +

 

 

0 1
 

µ 

λ 
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 وابسته اند. k بهP وLكه در آن
 

} را به دست مي آوريم تا كمترين هزينه كل به دست آيد. طبق فرض: µ،TCحال براي مقادير مختلف }5,7,12∈µ 
 

 به دست مي آوريم: 5 و 7 و 12 برابر با µ را به ازايTCبنابراين هزينه كل يعني
0 1 0 1

0 1 1 0

10 5 2

2 1
1 ,

3 3

P P P P

P P P P

= ⇒ =
+ = ⇒ = = 

 

1 0

1 0

2
5 10 5 5 208 193.6

3
10 7

7 ,
17 17

10
10 7 5 208 197.35

17
10 12

12 ,
22 22

10
10 12 5 208 219.54

22

TC

P P

TC

P P

TC

µ
µ

µ

= ⇒ = × + + × =
= ⇒ = =
⇒ = × + + × =
= ⇒ = =
⇒ = × + + × =

 

 
1k ها، برايµبا مقايسه  5µ مقدار=  قرار مي دهيم، در نتيجه داريم:  2 را برابر k بهينه است. حال=

 

( )
2

0 1

1 0 2

0 1 2

10 8 10 200

10

10 10

1

TC L P

P P

P P P

P P P

µ
µ

µ µ
= + + +
=

+ = +
+ + =

 

 
 را محاسبه µ ،TC را محاسبه كرده و مانند قبل براي مقادير مختلف2P وL ،0P ،1Pو از اينجا 

 تا كجا افزايش يابد؟ kمي كنيم. حال اين سوال مطرح است كه
 مربوط به آن، بزرگتر يا مساوي مقدار TC رسيديم كه مقدار بهينه k به مقداري ازkاگر در حال افزايش

 را افزايش نمي دهيم و همانجا كار را تمام مي كنيم. k  قبلي است، ديگرkبهينه
,7جواب بهينه مسأله مذكور عبارتست از  3, 179.384k TCµ = = = .
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- مسائل 4-12
1- اگرتعداد ورودي ها به يك سيستم داراي توزيع پواسون با پارامتر1

4
λ  11 دردقيقه باشد وازساعت =

 دو مشتري وارد سيستم 11:40 هيچ مشتري وارد سيستم نشده باشد، احتمال اينكه تا ساعت 11:20تا 
شوند را به دست آوريد. 

 
 15- يك جايگاه سرويس داراي يك پمپ بنزين است. اتومبيل ها با پيروي از توزيع پواسون با ميانگين 2

 ماشين درجايگاه باشند، اتومبيلي كه قصد ورود دارد، با nماشين برساعت وارد جايگاه مي شوند. اگر
احتمال

3

nوارد نمي شود ( )1,2,3n . زمان مورد نياز براي سرويس هر ماشين داراي توزيع نمايي باميانگين =
 دقيقه مي باشد. 4

الف) دياگرام نرخ اين جايگاه را رسم كنيد. 
ب) معادلات تعادل را نوشته آنها را حل كنيد. 

ج) متوسط زمان انتظار ماشين هايي كه وارد سيستم مي شوند را به دست آوريد. 
 
 روز مي باشد (با توزيع نمايي) 22 لامپ وجود دارد و ميانگين زمان كاركرد يك لامپ 2- در اتاقي 3

 روز زمان نياز دارد تا با يك لامپ سالم عوض شود. در چند 2چنانچه يك لامپ بسوزد، به طور متوسط به 
درصد اوقات هر دو لامپ سالم است؟ 

 
 مشتري مراجعه مي كند. هر 20 صندلي دارد. به طور متوسط در هر ساعت 10- مغازه آرايشگري 4

 دقيقه نياز به اصلاح دارد و هرمشتري كه در هنگام ورود صندلي خالي نيابد 12مشتري به طور متوسط 
آرايشگاه را ترك مي كند. 

الف) به طور متوسط در هر ساعت آرايشگر چند سر را اصلاح مي كند؟ 
ب) به طور متوسط هر مشتري چقدر وقت در آرايشگاه مي ماند؟ 

ج) نرخ ورود به مغازه چند است؟ 
 
 را در نظر بگيريد: λ- دو سيستم زير با نرخ ورود يكسان 5
  1(M/M/1 :3 با نرخ سرويسµ 
  2(M/M/3 :با نرخ سرويس µ 

 كوچكتري دارد؟  L وW بگوييد كدام سيستمL وWبدون محاسبات طولاني براي
 
 نفر در صف) را دارد. اگر نرخ 1 نفر در جايگاه و 3 مشتري (4 تنها ظرفيت M/M/3- يك سيستم صف 6

 مشتري در ساعت باشد: 2 مشتري در هر ساعت و نرخ سرويس هر جايگاه 10مراجعه 
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الف) شكل نرخ را رسم و معادلات تعادل وحل آنها را به دست آوريد. 
. L وWب) مطلوب است مقدار

ج) هنگامي كه هر سه جايگاه مشغول ارائه سرويس هستند، مطلوبست احتمال اينكه اولين فردي كه 
سرويسش تمام مي شود از جايگاه دوم نباشد، اگر چه سرويسش در جايگاه دوم زودتر از جايگاه هاي ديگر 

شروع شده باشد. 
د) هر جايگاه در چه درصدي از زمان مشغول است؟ 

ه) ميانگين تعداد جايگاه هاي بيكار چندتا است؟ 
 
 مراجعه در 5 تا در صف و يكي در جايگاه) و متوسط 2 مشتري (3- يك سيستم صف داراي گنجايش 7

 دقيقه براي هر مشتري مي باشد: 15ساعت و زمان سرويس نمايي با ميانگين 
الف) شكل نرخ را ترسيم كنيد. 

ب) درچند درصد از اوقات سيستم تهي است؟ 
ج) چند درصد از مشتري ها ازدست مي روند؟ 

د) اگر گنجايش تغيير نكند ولي تعداد جايگاههاي سرويس يكي اضافه گردد، به سوالات الف و ب پاسخ 
دهيد. 

 10 تومان و هزينه هر ساعت انتظار هر مشتري در سيستم 50ه) چنانچه زيان هر مشتري از دست رفته 
 تومان در ساعت باشد و گنجايش تغيير نكند، تعداد بهينه 200تومان باشد و هزينه هر جايگاه اضافي 

جايگاه هاي سرويس چندتا است؟ 
 
 و مشتري هاي ناشكيبا در نظر بگيريد. يك مشتري µ و λ با پارامترهاي M/M/1- يك سيستم صف 8

we را تخمين مي زند و سپس يا با احتمال Wخاص در زمان رسيدن به صف، زمان انتظار α− به صف 
1مي پيوندد و يا با احتمال  we α−− صف را ترك مي كند. فرض كنيد زماني كه k مشتري در سيستم وجود 

kدارد، تخمين 
w µ= 0 برقرار است. همچنين فرض كنيدα > .

Find the state distribution of system at equilibrium (P0 and Pk).  
What will be distribution of system state as seen by an arriving customer who actually joins the 

system? (Pr= P(arriving customer seen r in system before joining the system) = ?). 
 

 15ـ يك جايگاه سرويس داراي يك پمپ بنزين است . اتو مبيلها با يك نرخ پواسون با ميانگين 10
 ماشين در جايگاه باشند ، اتومبيلي كه قصد ورود دارد با nماشين بر ساعت وارد جايگاه مي شوند . اگر

احتمال 
3

nوارد نمي شود ( )1,2,3n  4. زمان مورد نياز براي سرويس هر ماشين توزيع نمايي با ميانگين =
دقيقه مي باشد.  

الف ـ دياگرام نرخ اين جايگاه را رسم كنيد. 
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ب ـ معادلات تعادل را نوشته و آن را حل كنيد.  
ج ـ متوسط زمان انتظار ماشيني كه وارد سيستم مي شود را به دست آوريد (از لحظة ورود تا لحظة 

خروج). 
 

 روز باشد (توزيع: نمايي) و 22- در اتاقي دو لامپ وجود دارد اگر ميانگين زمان كاركرد يك لامپ 11
چنانچه يك لامپ بسوزد نياز به دو روز زمان دارد تا عوض شود. ( به طور متوسط دو روز طول مي كشد تا با 

لامپ سالم تعويض شود) در چند درصد اوقات هر دو لامپ سالم است؟ ( يك سرويس دهنده داريم .)   
 

با M/M/1 - يك سيستم صف 12
h

30=λ و 
h

50=µ .داريم كه در آن زمان ها داراي توزيع نمايي است 
 با استفاده از فرمول هاي اوليه (بدون استفاده از فرمول). Lمطلوب است

 
 مشتري مراجعه مي كند. 20 صندلي انتظار دارد. به طور متوسط در هر ساعت 10- مغازة آرايشگري 13

 دقيقه نياز به اصلاح داشته باشد. ( توزيع زمانها نمايي است ) هر مشتري 12اگر هر مشتري به طور متوسط 
كه در هنگام ورود صندلي خالي نيابد آرايشگاه را ترك مي كند . 

الف ـ به طور متوسط، در هر ساعت آرايشگر چند سر را به طور كامل اصلاح مي كند؟  
ب ـ به طور متوسط، هر مشتري چقدر وقت در آرايشگاه مي ماند؟  

ج ـ نرخ ورود به مغازه چقدر است؟  
 

 نفر در صف). اگر 1 نفر در جايگاه و 3 مشتري را دارد(4تنها گنجايش M/M/3 - يك سيستم صف 14
 مشتري در ساعت باشد: 2 مشتري در هر ساعت و نرخ سرويس هر جايگاه، 10نرخ مراجعه، 

الف ـ شكل نرخ را رسم نموده و معادلات تعادل را بنويسيد. 
 را محاسبه كنيد. L وWب ـ

ج ـ هنگامي كه هر سه جايگاه مشغول سرويس دهي هستند مطلوب است احتمال اينكه اولين فردي كه 
سرويسش تمام شود، از جايگاه دوم نباشد. 

د ـ در چه درصدي از زمان هر جايگاه مشغول است؟  
ه ـ ميانگين تعداد جايگاه هاي بيكار چقدراست؟  

 
 مشتري ( دوتا در صف و يكي در جايگاه ) تعداد مراجعين داراي 3- در يك سيستم صف با گنجايش 15

 دقيقه براي هر مشتري 15 مشتري در ساعت و زمان سرويس نمايي با ميانگين 5توزيع پواسون با متوسط 
ميباشد. 

الف ـ شكل نرخ را رسم كرده و حساب كنيد در چند درصد اوقات سيستم تهي مي باشد؟ ( در دراز مدت 
  (
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ب ـ چند درصد از مشتريها از دست مي روند؟ ( در دراز مدت )  
ج ـ اگر گنجايش تغيير نكند ولي تعداد جايگاههاي سرويس دو تا گردد به سؤالات فوق جواب دهيد. 

 تومان و هزينة هر ساعت انتظار هر مشتري ( در سيستم ) 50د ـ چنانچه زيان هر مشتري از دست رفته 
 تومان در ساعت باشد. اگر گنجايش تغير نكند تعداد بهينه 200 تومان باشد. و هزينه هر جايگاه اضافي 10

جايگاههاي سرويس چند تا است؟  
 

16- consider an M /  M /  1 system with parameters λ  and µ  where the customers are impatient. 
Specifically, on arrival ,a customer estimates its queuing  time w and then either joins the queue with 
probability exp( wα− )  or leaves without servic with probability [  1-exp( wα− )] . the stimate is  

w= k/ µ   when  the  arrival finds  k  users in system. Assume 0α > .  
a)  find the state distribution of the system at  equibibrium.( 0P   and   kP  ). 

b) what will be distribution of system state as seen by an arriving customer who aetually joins the 
system? ( PPr = ( arriving customer sees r in system ( befor joining the system))= ?) 

 
 ظرف بايد شسته شود. اين كار توسط دو نفر كه يكي 1000- پس از اتمام يك مهماني بزرگ حدود 17

ظرف ها را مي شويد و ديگري خشك مي كند، بايد انجام پذيرد. كسي كه ظرف ها را مي شويد، بر طبق فرآيند 
پواسون با متوسط هر دقيقه يك ظرف عمل نموده و كسي كه ظرف ها را خشك مي كند، بر طبق توزيع 

 ثانيه براي هر ظرف عمل مي كند. متوسط تعداد ظرف هاي بين اين دو نفر چقدر است؟ 45نمايي با متوسط 
 

 در ساعاتي كه كشيك شب يك مؤسسه كار مي كند، ورودي ها بر طبق فرآيند پواسون با ميانگين  -18
 نفر در ساعت به او مراجعه مي كند. زمان لازم براي خدمت دهي به هر مشتري مراجه كننده بر طبق 10

 دقيقه مي باشد: 4توزيع نمايي با متوسط 
الف ـ احتمال تشكيل شدن صف چقدر است؟  

ب ـ ميانگين طول صف چند نفر است؟  
ج ـ متوسط زماني كه يك مشتري در صف طي مي كند چقدر است؟ 

 دقيقه در صف بماند چقدر است؟ 5د ـ احتمال اينكه يك مشتري بيش از 
 صفحه از يك كتاب را مطالعه 20ه - اگر اين كشيك در زمان هاي بيكاري خود بتواند در هر ساعت 

 ساعته او چند صفحه از كتاب را مطالعه خواهد نمود؟ 5نمايد، در يك شيفت كاري 
 

 كاميون در 10- ورود كاميون ها به يك ايستگاه بازرسي در گمرك، بر طبق فرآيند پواسون با متوسط 19
ساعت است. در اين ايستگاه كاميون ها توسط يك فرد مورد بازرسي قرار مي گيرند كه مدت زمان بازرسي 

 دقيقه است.  5توسط او يك متغير تصادفي نمايي با متوسط 

www.ieun.ir Www.iepnu.com



153 
 

 

الف ـ اگر يك كاميون هنگام نزديك شدن به ايستگاه از دور مشاهده كند كه ايستگاه داراي صف نسبتا 
 كاميون بيشتر است، 3طولاني است، احتمال اينكه پس از نزديك شدن مشاهده نمايد كه طول اين صف از 

چقدر است؟ 
ب ـ متوسط زمان انتظار هر اتومبيل در اين ايستگاه بازرسي چقدر است؟ 
ج ـ چند درصد كاميون ها بيشتر از نيم ساعت در صف منتظر مي مانند؟  

دـ اگر كاميون هايي كه در صف منتظر مي مانند، موتور خود را خاموش ننمايند و ادارة گمركات به ازاء هر 
 ريال (بابت سوخت مصرفي) بپردازد، اين اداره 10دقيقه زماني كه آنها در صف منتظر مي ماند به هر اتومبيل 

به طور متوسط به هر اتومبيلي كه در صف مي ماند، چقدر پول مي پردازد؟ 
ه ـ اگر مديريت اين ايستگاه بازرسي تصميم بگيرد كه جهت انجام عمليات بازرسي از يك دستگاه 

اتوماتيك استفاده نمايد كه زمان انجام بازرسي توسط اين دستگاه متغير تصادفي نمايي نبوده بلكه دقيقا در 
 دقيقه يك كاميون را بازرسي مي نمايد، چند درصد اوقات اين دستگاه مشغول به كار خواهد بود؟ 4هر 
 

 دو برابر شود، چه تأثيري بر روي معيارهاي ارزيابي سيستم خواهد µ وλ مقدارM/M/1- اگر در مدل 20
گذاشت؟ 

 
- دو سيستم صف زير را در نظر بگيريد. 21

 3µ و نرخ سرويس λبا نرخ ورودي M/M/1 الف ـ يك سيستم 
 براي هر سرويس دهنده. µ و نرخ سرويس λبا نرخ ورودي M/M/3 ب ـ يك سيستم 

 W بگوييد كه كداميك را شما ترجيح مي دهيد؛ يعني كدام يك(Rate Diagram)با توجه به نمودار نرخ 
 كوچكتري خواهد داشت. Lو

 
 تا از 1000 لامپ دارد. بررسي هاي انجام شده نشان داده كه در هر زمان 10000- خيابان هاي شهري 22

 روز مي سوزد. شهرداري با شركتي قرارداد 100آن ها سوخته است. يك لامپ خيابان به طور متوسط پس از 
بسته كه لامپ هاي سوخته را تعويض نمايد. در اين قرارداد آمده است كه به طور متوسط هر لامپ سوخته 

 روز تعويض گردد. آيا شما فكر مي كنيد كه شركت مذكور مي تواند به تعهد خود عمل كند يا خير؟ 7ظرف 
چرا؟ 
 

 روز روشنايي مي دهد كه 22- در خانة من از دو لامپ استفاده مي شود. به طور متوسط يك لامپ 23
توزيع آن نمايي مي باشد. هنگامي كه يك لامپ بسوزد، به طور متوسط دو روز زمان مي خواهد كه آن را 

عوض كنم و اين زمان هم توزيع نمايي دارد.  
الف ـ نمودار نرخ اين سيستم صف را بكشيد. 

ب ـ نسبت زماني كه هر دو لامپ كار مي كنند را به دست آوريد. 
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پ ـ نسبت زماني كه هيچ كدام كار نمي كند را به دست آوريد. 
 

 تعميركار در ساعت به مركز ابزار جهت دريافت ابزار مراجعه 10- در يك كارگاه به طور متوسط 24
 دلار به وي پرداخت مي گردد و وي 6مي كنند. در حال حاضر مركز ابزار را يك نفر اداره مي نمايد كه ساعتي 

 دقيقه صرف انجام در خواست هاي هر تعميركار مي نمايد. هر ساعتي را كه يك تعميركار در 5به طور متوسط 
 دلار هزينه در بر دارد. مدير كارگاه مي خواهد بداند 10انتظار  مي گذراند -شامل زمان سرويس- براي كارگاه 

 دقيقه برساند يا 4 دلار در ساعت استخدام كند كه متوسط زمان سرويس را به 4كه آيا يك دستيار با مزد 
خير؟ فرض كنيد زمان بين ورودي ها و زمان سرويس داراي توزيع نمايي هستند. 

 
 تا 2 تا مشتري شامل يك سرويس دهنده بوده كه به طور متوسط 3- يك جايگاه سرويس با ظرفيت 25

مشتري را در ساعت سرويس مي دهد و زمان سرويس داراي توزيع نمايي مي باشد. به طور متوسط در هر 
 تا مشتري به جايگاه مراجعه مي كند كه زمان بين وروديها نيز داراي توزيع نمايي مي باشد. 3ساعت 

الف ـ به طور متوسط چند تا مشتري بالقوه وارد سيستم مي گردد. 
ب ـ احتمال اينكه سرويس دهنده مشغول باشد چيست. 

 
20- نرخ ورود به جايگاه سرويس 26 5j− 40 در ساعت براي ≤≤ jمي باشد كه در آن j تعداد 

 دلار در ساعت 3 دلار و مزد هر سرويس دهنده 5/0مشتري در سيستم مي باشد. سود خالص هر مشتري 
 مشتري سرويس مي دهد. چند تا سرويس دهنده 10است. يك سرويس دهنده به طور متوسط در هر ساعت به 

بايد استخدام گردند تا سود حاصله حداكثر گردد. فرض كنيد كه زمان سرويس و زمان بين ورودي ها داراي 
توزيع نمايي هستند. 

 
 تا مشتري در ساعت وارد يك بانك مي شوند. متوسط زمان سرويس هر مشتري 100- به طور متوسط 27

يك دقيقه مي باشد. زمان سرويس و زمان بين ورودي ها داراي توزيع نمايي هستند. مدير بانك مي خواهد 
 دقيقه در صف (نه زمان سرويس) در انتظار مي مانند كمتر يا 5مطمئن گردد كه مشترياني كه بيش از 

مساوي يك درصد كل مشتريان است. اگر سياست بانك اين باشد كه تنها يك صف تشكيل گردد تعداد 
باجه هاي بهينه را بدست آوريد. 

 
- در يك سيستم صف يك جايگاه سرويس وجود دارد. هنگامي كه يك مشتري وارد مي گردد 28

سرويس دهنده تصميم مي گيرد كه آيا وي به سرويس نياز دارد يا خير. احتمال اينكه يك مشتري به 
 مي باشد. احتمال اين كه يك مشتري به 3/0سرويس نياز نداشته باشد -يعني زمان سرويس اش صفر باشد- 

 است و در اين صورت زمان سرويسش ده دقيقه است. اگر تعداد ورودي هاي 7/0سرويس نياز داشته باشد 
 در ساعت باشد مطلوب است: 5سيستم داراي توزيع پواسون با ميانگين 
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WWLLالف ـ   qq  براي اين سيستم؟ ,,,
ب ـ احتمال اينكه سيستم تهي باشد. 

 مشتري در سيستم باشد 10ج ـ احتمال اينكه در اولين لحظه پس از خروج يك مشتري از سيستم 
 مشتري در سيستم بوده باشد.  4مشروط بر اينكه در هنگام شروع سرويسش 

 
 نفري باشند ولي سرويس به صورت 6 اگر ورودي ها به صورت گروه M/M/1- در يك سيستم صف 29

1λانفرادي صورت گيرد. با فرض  20µ در ساعت و =  در ساعت: =
الف ـ آيا فرآيند فوق يك فرآيند زادومير است يا خير؟ چرا؟ 

ب ـ شكل نرخ سيستم فوق را رسم كنيد. 
 

 10- يك كتابخانه عمومي داراي يك كتابدار است. اعضاي كتابخانه طبق فرآيند پواسون با ميانگين 30
نفر در ساعت وارد مي شود. مدت زماني كه طول مي كشد تا اين كتابدار به تقاضاي يك عضو رسيدگي كند 

 دقيقه است:  5متغيري نمايي با ميانگين 
الف ـ چند درصد اوقات اين كتابدار بيكار است؟  

تقاضاي آن ها رسيدگي كند؟    نفر منتظر باشند تا كتابدار به3ب ـ احتمال اينكه 
ج ـ به طور متوسط يك مشتري چه مدت منتظر مي ماند تا كتابدار به تقاضاي او رسيدگي كند؟  

د ـ به طور متوسط چند نفر منتظر هستند تا كتابدار به تقاضاي آن ها رسيدگي كند؟  
ه ـ از لحظة ورود يك مشتري تا زماني كه به كار او رسيدگي شود به طور متوسط چقدر طول مي كشد؟  

 
 دقيقه بسته بندي نموده و براي فروش 5- دستگاه بسته بندي يك واحد صنفي، هر كالا را در مدت 31

 قطعه مي باشد و قسمت بسته بندي گنجايش 110آماده مي سازد. تعداد قطعات ساخته شده در هر ساعت 
 قطعه وجود دارد. درصورتي كه از ابتدا در قسمت بسته بندي كالايي وجود نداشته باشد. مطلوبست: 4ذخيره 

الف ـ تابع تعداد كالايي كه در انتظار بسته بندي مي باشند. 
 امين كالا بايستي در صف منتظر بسته بندي بماند و زماني كه امكان ورود كالا به nب ـ مدت زمانيكه

قسمت بسته بندي وجود ندارد را تعيين نماييد. 
ج ـ به عنوان مديريت اين واحد چه پيشنهادي را براي بهبود وضعيت بخش بسته بندي داريد؟ 

 
، زماني وارد شويد كه همة سرويس ها مشغول باشند. M/M/7/8- فرض كنيد كه در يك سيستم صف 32

در اين صورت با چه احتمالي سرويس شما قبل از حداقل يكي از هفت نفر ديگر تمام مي شود؟  
 

0t- يك سرويس دهنده در زمان33  شروع به كار مي كند و تجربه نشان داده است كه ورود مشتريان =
 احتمال اين كه يك p زمان لازم براي انجام يك سرويس،s مي باشد. اگرλداراي توزيع پواسون با پارامتر 
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 متوسط مدت انتظار يك مشتري در حالت تعادل صف باشد، Wمشتري در حالت تعادل صف معطل نشود و 
pو W :را در شرايط خاص زير بدست آوريد 

 باشد. c ثابت و برابر باSالف) مدت زمان سرويس
 باشد. µ داراي توزيع نمايي با پارامترSب) مدت زمان سرويس

 
- در هر يك از موارد زير صف مربوطه را تشريح نموده و ساختار آن را مشخص نماييد. 34

الف) فرود هواپيما در يك فرودگاه  
ب) عبور از محل هاي كنترل سوپر ماركت 

پ) مشتريان متفاوت در اداره پست 
ت) پرداخت عوارض عبور از يك اتوبان 

ث) زدن بنزين دريك پمپ بنزين با باندهاي مختلف 
ج) مراجعه به كارواش با امكانات اتوماتيك 

چ) تماس هايي كه با يك مركز تلفن برقرار مي شود 
ح) وقت گرفتن بيماران از منشي يك پزشك 

خ) قطعات الكترونيكي در يك خط مونتاژ كه شامل سه مرحله كار و يك مرحله بازرسي در پايان خط 
مي باشد. 

 
 بزنيد و ضمن تشريح آن 1- سه مثال از تشكيل يك صف متفاوت با موارد ذكر شده در تمرين 35

ساختار صف را نيز مشخص نماييد. 
 

 دقيقه به يك محل بازرسي كه در ابتدا بيكار 5- كالاهايي به طور يكنواخت با نرخ يك كالا در هر 36
فرض شده است وارد مي شوند. با در نظر گرفتن زمان اولين ورود در زمان صفر زمان هاي تكميل بازرسي 

 كالا به ترتيب به صورت زير مشاهده شده اند: 10براي اولين 
50    45    39    34    33    30    24    13    9    7 

 دقيقه، نتايج نمونه اي زير را به دست آوريد: 50با استفاده از اين داده ها و شبيه سازي دستي براي 
الف) متوسط تعداد كالا در سيستم. 

ب) درصد زمان بيكاري سيستم. 
  

)- براي سيستم صف هاي زير مطلوبست مقادير 37 ) ( ), ,n
q iw t n t               .

1الف)  2 1 2
, 4 , 7

3 3
kλ µ= = = 

1ب)  1 1 1
2 , 3 , 6

2 3
kλ µ= = = 
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39F- براي سيستم صف معين38

زير مقادير ( ) ( ), ,n
q iw t n t  :را محاسبه كنيد 

1 1 2
5 , 2 , 15

3
Mλ µ= = = 

 
 را با پيدا كردن اولين مشتري كه سعي مي كند وارد سيستم شود و مي داند كه 2- قسمت الف مسئله 39

)اگر وارد سيستم شود، زمان انتظار او در سيستم از  )1k

µ
 بزرگتر خواهد بود، حل كنيد. (چرا اين كار را −

انجام مي دهيم؟) 
 

- فرض كنيد ورود افراد مي تواند به صورت يكي يكي يا در دسته هاي دوتايي اتفاق بيفتد. توزيع 40
احتمال اندازه دسته ها به صورت زير است:  

( ) ( ) ( )1 , 2 1 , 0 1f p f p p= = − < < 
 

و زمان بين ورودي هاي متوالي دسته ها داراي توزيع نمايي است به صورت: 
( ) ( )0ta t e tλλ −= ≥ 

 
 يك توزيع پواسون مركب است با: tنشان دهيد كه توزيع احتمال تعداد افراد در زمان

 

( ) ( ) ( )( )
22

0

1

2 ! !

n
k n kn k

t
n

k

P P t
P t e

n k k
λ λ  −  − −

=
−= −∑ 

 
كه در آن 

2

n    بزرگترين عدد صحيح كوچكتر يا مساوي 
2

n .است 
 

LLW دو برابر شوند µ و λ مقادير M/M/1- اگر در سيستم 41 q  چه تغييري مي كنند؟ ,,
 

- يك دانشجو در كافه تريايي كه نوشيدني هاي ساده در اختيار دانشجويان قرار مي دهد، كار مي كند. 42
در مدت خدمتش او به تنهايي كار مي كند. به نظر مي رسد ورود مشتريان داراي توزيع پواسون با ميانگين 

 نفر در ساعت باشد. در هر مرتبه يك نفر سرويس مي شود (سرويس گروهي نيست) و زمان سرويس 10
 دقيقه. 4داراي توزيع نمايي نيست با ميانگين 

مطلوبست:  
                                                

˽˹ Deterministic 
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الف ـ احتمال اين كه صف تشكيل شود. 
 دقيقه در صف انتظار بماند. 5ب ـ احتمال اين كه يك مشتري بيشتر از 

ج ـ متوسط زماني كه يك مشتري در سيستم منتظر مي ماند.  
د ـ اين دانشجو دوست دارد وقت بيكاري خودش را با خواندن روزنامه بگذراند. اگر او موفق به اين كار 

 صفحه مطالعه مي كند. 22شود، به طور متوسط در هر ساعت 
در مدتي كه او مشغول به كار است به طور متوسط چند صفحه مي تواند مطالعه كند. 

 
 

)- نشان دهيد دو عبارت43 )1 kPλ λ′ = ) و − )qL Lλ µ′ =  براي ميانگين نرخ ورود مؤثر در سيستم −
 با هم برابرند. M/M/1/K صف 

4λبا M/M/1/3 - براي سيستم صف 44 1 ساعت و =
15µ  دقيقه، مطلوبست: احتمال اين كه يك =

 دقيقه در صف منتظر بماند؟ 20مشتري بيش از 
- در يك كارواش كوچك، تا وقتي كه شستن يك ماشين كامل نشده است، ماشين بعدي نمي تواند 45

 تا است (شامل ماشيني كه 10وارد عمل شستشو شود. ظرفيت نگهداري اتومبيل در حوالي كارواش حداكثر 
 ماشين در ساعت و مدت 20تحت سرويس است). معلوم شده است كه ورودها داراي توزيع پواسون با نرخ 

 دقيقه است. به عنوان نتيجه اي از ظرفيت محدود، حساب 12زمان سرويس داراي توزيع نمايي با ميانگين 
 ساعت از روز چه تعداد اتومبيل از دست مي رود؟  10كنيد در هر 

 
- (در مثال آرايشگاه آقاي كات). فرض كنيد كه اگر هيچ جاي خالي براي نشستن وجود نداشته باشد 46

مشتريان منتظر نمانند. در همسايگي آقاي كات يك مركز كامپيوتر قرار دارد كه او مي تواند اتاق كنفرانس 
 بعدازظهر 2 صبح تا 8 دلار كرايه كند. آرايشگاه او روز شنبه از ساعت 4آن را براي روزهاي شنبه به قيمت 

 صندلي بيشتر براي 4 دلار مزد مي گيرد. در اينجا آقاي كات مي تواند 25/2باز است و او براي اصلاح هر سر 
نشستن مشتريان قرار بدهد. آيا كراية اين جا براي او مقرون به صرفه است؟  

 
نشان دهيد متوسط زمان هاي M/M/1 - با استفاده از روابط بين متوسط اندازه ها در سيستم صف 47

) و λ/1بيكاري و شلوغي سيستم به ترتيب  )1 µ λ− .است
 

Ck نفر يا بيشتر در سيستم باشند. براي هر k مطلوبست احتمال اينكه∞/M/M/C- در سيستم 48 ≥ 
 

)و qL و همچنين cPبر حسبnP  مطلوبست ∞/M/M/C - در سيستم49 )4qWبر حسب ρ,cP 
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qL با استفاده از خصوصيات اميد رياضي نشان دهيد  ∞/M/M/C- در سيستم 50 L
λ
µ= + 

 متغير تصادفي نشان qN متغير تصادفي نشان دهندة تعداد افراد در سيستم وn(راهنمايي: قرار دهيد
صورت داريم:  دهندة تعداد افراد در صف. در اين




≥−
<−=

CNCN

CNNN
N q ,

, 

nPPحال با استفاده از رابطه هاي   عبارت فوق را نتيجه بگيريد.) 0,
 

 نشان دهيد احتمال اينكه يك سرويس دهنده مشغول باشد برابراست با ∞/M/M/C -  در سيستم51
c

λ
µ .

- يك بانك كوچك دو باجه دارد: يكي جهت دريافت وديگري جهت پرداخت. ورود مشتريان به هر 52
 نفر در ساعت است. 40 نفر در ساعت و كل نرخ ورود به بانك 20كدام از باجه ها پوآسون با نرخ 

 دقيقه است. به منظور جلوگيري از حالتي 2زمان سرويس براي هر باجه داراي توزيع نمايي با متوسط 
كه جلوي يكي از باجه ها شلوغ و باجه ديگر بيكار است، رييس بانك تصميم دارد وضعيت جديدي به وجود 

بياورد. به اين ترتيب كه هر دو باجه وظيفة پرداخت و دريافت را بر عهده بگيرند. 
 دقيقه افزايش مي يابد. 4/2اما چون هر دو كار توسط هر دو باجه انجام مي شود ميانگين نرخ سرويس به 

با در نظر گرفتن موارد زير سيستم كنوني بانك را با سيستمي كه قرار است اجرا شود مقايسه كنيد:  
الف) متوسط كل مشترياني كه در بانك هستند 

ب) متوسط زمان انتظار هر مشتري در بانك 
 دقيقه منتظر سرويس بماند 5ج) احتمال اينكه يك مشتري بيش از 

د) متوسط زمان بيكاري هر باجه. 
 

 نفر در 30- سيستم صفي را با يك كانال سرويس در نظر بگيريد. ورود مشتريان پواسون با نرخ 53
ساعت است. سرويس با يك ماشين انجام مي شود كه با استفاده از آن، زمان لازم براي سرويس هر مشتري 

 دقيقه است. فرض كنيم كار سرويس را با ماشين ديگري كه زمان سرويس آن نمايي است انجام 5/1دقيقا 
بدهيم. متوسط نرخ سرويس اين ماشين چقدر باشد تا:  

الف) متوسط زمان انتظار در سيستم تغيير نكند.  
ب) متوسط طول صف تغير نكند. 

 
- يك توليد كننده مجموعه هاي تلوزيوني، قبل از فرستادن توليدات خود به انبار، آن ها را كنترل 54

مي كند. هر مورد توسط يك كارشناس كنترل مي شود. در موردي كه حجم كار زياد است رييس معتقد است 
كه آزمايش يك حالت خاص دارد و بايد مطالعه مفصلي توسط واحد كنترل انجام شود. ورود توليدات به 
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 آزمايش جداگانه صورت مي گيرد و هر 10 تا در ساعت است. در واحد كنترل 5مركز كنترل، پواسون با نرخ 
 دقيقه وقت لازم دارد. تجربه نشان داده است كه زمان هر تست تقريبا نمايي است. 5كدام به طور متوسط 

مطلوبست متوسط زمان انتظار يك مجموعه در محل كنترل، متوسط تعداد مجموعه ها در محل كنترل و 
متوسط زمان بيكاري واحد كنترل. 
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