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پیشگفتار

واحد3–کارشناسی ارشد –دینامیک سازه ها 
انتشارات دانشگاه تهران–خسرو برگی –دینامیک سازه ها : کتاب مرجع

اهم مطالب مورد بحث در طول نیمسال

(امور حرفه ای مهندسی و طراحی–امور تحصیلی ) ضرورت آموزش و ارائه درس -1

(با توجه به درس اصول مهندسی زلزله در مقطع کارشناسی)یادآوری اصول دینامیک سازه ها -2

(ارتعاش–تفاوت تحلیل دینامیکی و استاتیکی –متغیر زمان )خصوصیات -الف

(اجزاء محدود–تغییر مکان تعمیم داده شده –جرم متمرکز )درجه آزادی و روش های کاهش -ب

(رفتار و مکانیزم هر یک–الاستیک و میرایی )نیروهای مقاوم -ج

سختی و حالتهای مختلف برای سیستم های ساده و پیچیده-د

پیشگفتار
نرژی روش ا–کار مجازی –دالامبر –تعادل دینامیکی )روش های تعیین معادلات حاکم بر رفتار سازه -به

در حالت سیستم های یک درجه آزادی.....( 

حالتهای بحرانی و زیر بحرانی و فوق بحرانی–ارتعاش آزاد و حل معادله مربوط -و

انتگرال دوهامل–بررسی معادله حرکت و حل آن در بارگذاری هارمونیکی و نتایج آن -ز

تحلیل سیستم های معادل یک درجه آزادی در برابر بارگذاری ضربه ای و نتایج بحث-3

روش های عددی تحلیل دینامیکی سازه ها برای سیستم های یک درجه آزادی-4

رفتار غیر خطی سازه ها در حالت تحلیل دینامیکی برای سازه های یک درجه آزادی-5
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پیشگفتار

روش رایله در تحلیل دینامیکی سازه ها و کاربرد آن در تعیین خصوصیات دینامیکی-6

یوستهتعیین معادله حرکت برای سیستم های چند درجه آزادی و بررسی ارتعاش آزاد آنها و سیستم های پ-7

تحلیل دینامیکی سازه های چند درجه آزادی به روش آنالیز مودال و نتایج حاصل-8

روش تبدیل فوریه در تحلیل دینامیکی سازه ها و کاربرد نتایج آن-9

یرفتار غیر خط–روش های عددی تحلیل دینامیکی برای سازه های چند درجه آزادی و پایداری آنها -01

ضرورت ارائه درس دینامیک سازه ها–فصل اول 

 مقدارنیروهایی که. تحت اثر نیروهای دینامیکی هستند( ابنیه)در رشته مهندسی عمران اکثر سازه ها

ت که پدیدهجهت و احتمالا نقطه اثر آنها با زمان تغییر می کنند و البته نرخ تغییرات فوق به حدی اس( شدت)

.ارتعاش که مشخصه اصلی رفتار دینامیکی است در سازه بوجود میآید

 tp
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ضرورت ارائه درس دینامیک سازه ها–فصل اول 

ابنیه مهم و بارگذاری دینامیکی وارد

-ارتعاش تجهیزات و ماشین( آب–خاک –پدیده اندر کنش سازه )زلزله ، هیدرودینامیک -انواع سدها

های نیروگاه

زلزله ، ترافیک ، ترمز، باد ، ضربه ، جریان رودخانه –انواع پل ها 

، زلزله ، حرکت تسمه ها ( تخلیه سریع مواد ذخیره شده )ویدانژ–سیلوها 

زلزله ، هیدرودینامیک ، باد–برج آب 

ضرورت ارائه درس دینامیک سازه ها–فصل اول 

امواج دریا ، زلزله ، برخورد کشتی ، جریانهای دریایی ، باد–اسکله و موجشکن 

زلزله ، باد–دکل ، دودکش ، برج های خنک کننده 

، زلزله( برخورد مستقیم–مجاور –نزدیک –دور )انفجار –استحکامات و پناهگاها 

برخورد هواپیما–زلزله –انفجار هسته ای –تاسیسات هسته ای 

تشویق تماشاچیان ، زلزله–ورزشگاه ها 

زلزله ، عبور سیال–لوله ها 
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ضرورت ارائه درس دینامیک سازه ها–فصل اول 

زلزله ، باد–برج های ساختمانی 

عبور و ترافیک قطار ، زلزله–تونل ها 

 (دینامیکی)تطبیق و سازگاری تحلیل با رفتار واقعی :هدف

 به دلیل پیچدگی و سختی                               حالت معادل:روش برخورد در گذشته

استاتیکی

 (یوترهاکامپ)پیشرفت چشمگیر در فن آوری سخت افزاری و نرم افزاری :تغییر و تحول اخیر

ضرورت ارائه درس دینامیک سازه ها–فصل اول 

 در حد امکانات ، اصلاح آئین نامه هایدینامیکیبکارگیری روش های تحلیل :روش امروزی

طراحی مطابق با نتایج حاصل

 تحلیل ، حالت های( اتفاقی و تصادفی)در نظر گرفتن حالتهای واقعی بارگذاری :تغییرات آتی

ی، بارگذاری منفرد و معین                      طیف بارگذار( تحلیل ریسک و قابلیت اعتماد)تصادفی 
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یاد آوری اصول دینامیک سازه ها–فصل دوم 

 اصل دوم نیوتن:قانون حاکم

درجه آزادی و روش های کاهش آن متناسب با امکانات در دسترس

– Lumpedروش تمرکز جرم–الف  Mass - Procedure

  umF





u:u:u: شتابسرعتتغییر مکان

یاد آوری اصول دینامیک سازه ها–فصل دوم 

Generalized Displacementروش تغییر مکان های تعمیم داده شده–ب 

 taiتابع زمانی

 xi (شرایط حدی و سازگاری)تابع مکانی
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یاد آوری اصول دینامیک سازه ها–فصل دوم 
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یاد آوری اصول دینامیک سازه ها–فصل دوم 

Finite Element Conceptروش اجزاء محدود  –ج 

(درجه آزادی)مبانی خاص خود در تمرکز خواص رفتاری سازه در تعداد محدود گره -

روش اجزاء مرزی–د 

دیگر( سازه)تمرکز خواص رفتاری محیط مورد نظر در نقاطی در مرز با محیط -
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نیروهای موثر در رفتار دینامیکی

رویبعنوان نی....(                فنر ، ارتجاعی ، الاستیک )نیروی سختی –الف 

مقاوم در برابر حرکت

sf

از تحلیل سازه ها 33
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نیروهای موثر در رفتار دینامیکی
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نیروهای موثر در رفتار دینامیکی

 
33
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تعداد ستونها

نیروهای موثر در رفتار دینامیکی
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مد نظر است( رفتاری)حالت خطی 
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نیروهای موثر در رفتار دینامیکی

33
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نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

کمک فنر–فنر –سیستم معادل جرم ( تحلیلی)مدل ریاضی 

نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

 (دگی فنرکشی)در سیستم مرتعش روبرو ، وقتی جرم به اندازه    جابجا شود ، کش آمدگی ارتجاعی ستون

می باشد ، بنام بکار میآیند تا جرم به موقعیت اولیه برگردد ، این نیرو در ستون یا فنر که تابع تغییر مکان

رم مورد موسوم است        ، البته اگر   کوچک باشد ، این نیرو تابع خطی      است ، ج( سختی)نیروی فنر 

رتعش نظر با یک سرعت مشخص به موقعیت اولیه برگشته و به سمت دیگر پرت خواهد شد و بنابراین م

.  می شود

بود ،چنانچه سیستم ارتجاعی باشد و اتلاف انرژی وجود نداشته باشد ، جرم برای همیشه مرتعش خواهد

ود  آمدنولی در عمل ، اصطکاک با هوا ، اصطکاک بین ذرات سیستم یا در اتصالات ، تسلیم مصالح و بوج

u

u

u u  sf
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نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

ترکها و اصطکاک بین آنها و غیره ، باعث اتلاف انرژی ارتعاش شده ، به نحوی که طی زمان ، ارتعاش

(  تهلاکاس)مستهلک شده و از بین می رود ، نیروهایی که باعث اتلاف انرژی می شوند بنام نیروهای میرایی 

Dampingموسوم هستند.

ود ، اگراگر نیروی میرایی متناسب با سرعت حرکت جرم باشد ، به آن نیروی میرایی لزجی گفته می ش

ه دلیل چه در عمل ، میرایی بطور خالص ، لزجی نمی باشد  ولی فرض می گردد که چنین باشد که این امر ب

ا کهسهولت حل معادلات حرکت می باشد ، معمولا برای میرایی غیر لزجی می توان میرایی لزجی معادل آنر

.دارای تاثیر مشابه در حرکت باشد ، بدست آورد که این امر کاملا تجربی است

نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

ت ساخت ،همانطور که قبلا گفته شد ، میرایی یک سازه بستگی به مصالح آن ، ماهیت اتصالات ، کیفی

.دارد..... نوع پی و 

الح و انتخاب میرایی در یک سیستم ، معمولا دلخواه است بویژه به این دلیل که میرایی با کرنش مص

.طبیعت و جزئیات ساخت متغیر است

میرایی در تحلیل دینامیکی سازه ها بصورت درصد میرایی بکار می رود:

ucfD
 نیروی میرایی لزجی معادل

crc

c
 موجود
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نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

حدود درصد میرایی برای مصالح مختلف به شرح زیر است:

– 2به دلیل تفاوت زیاد  .چوب تغییرات در کیفیت چوب ، مقادیر نامطمئن است10%

%105

%152

%104

%3010

بتن

فولاد

بنایی

خاک

افزایش با کرنش

//     //     //

//     //     //

//     //     //

نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

 (  درجه آزادی)در تعیین سختی ، جهت و نقطه مورد نظر باید معلوم باشد

 در حالت چند درجه آزادی                           ماتریس سختی با عناصر

نیرو در درجه آزادی        وقتی تغییر مکان یا چرخش واحد در درجه آزادی       اعمال میشود و 

.سایر درجات آزادی گرفته می شوند

.مدل سازی و تعیین درجات آزادی خیلی مهم است: در تعیین سختی 

ijk

ijkij
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نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

 کتبعنوان نیروی مقاوم در برابر حر(      استهلاک ) نیروی میرایی –ب

.ناشی می شود( ارتعاش)این نیرو از مکانیزم های مختلف اتلاف انرژی در حرکت 

.....اصطکاک در اتصالات ، ترک ها ، مصالح و 

روش مناسب لحاظ کردن در معادلات رفتاری آن است مکانیزم های پیچیده و نا معلوم

.که معادل میرایی لزجی فرض شوند

Viscous Damper  حالت خطی مد نظر استucfD


نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

است ، پدیده میرایی به ابعاد و هندسه سازه ارتباطی ندارد ولی به نوع مصالح و نوع اتصالات وابسته

تبدیل مکانیزم های واقعی اتلاف انرژی به مکانیزم لزجی از طریق آزمایش روی مدل

.یا در صد میرایی در عمل بصورت تجربی تعیین می شودcضریب میرایی 

(کمک فنر) Damperمدل 
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نیرو و درصد میرایی در سیستم های مرتعش

 از قانون دوم نیوتن بدست می آید(        لختی ) نیروی اینرسی –ج.

0  umFumF







مقاوم در برابر حرکت: علامت منفی 

umf I


چون از قانون ناشی می شود ، ارائه مدل فیزیکی بی معنی است

جهت حرکت

محاسبه سختی یک قاب خمشی

ای المان ، ضرایب سختی بر( تیر یا ستون ) سازه ای المانبرای محاسبه لنگر و برش در یک:یادآوری 

، بطور Eو مدول ارتجاعی Iو ممان اینرسی Lموضوع برای یک المان همگن بطول . مورد نیاز است

. شماتیک ارائه می شود 

.به جهت ها و شماره گذاری توجه شود
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محاسبه سختی یک قاب خمشی

ضرایب سختی برای چرخش گره در شکل الف و برای انتقال گره در شکل ب نشان داده شده است.

محاسبه سختی یک قاب خمشی

 برای محاسبه ضرایب سختی ، در درجه آزادی مربوط تغییر مکان یا چرخش واحد اعمال می شود در

.حالی که سایر درجات آزادی مقید و گرفته می شوند

.  درجه آزادی محوری به دلیل صلبیت زیاد در نظر گرفته نشده است

 E

l

EAu
P

l

u
E

A

P


l

EA
kkPu 1تعریف ضریب سختی عدد بزرگ
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محاسبه سختی یک قاب خمشی

به تغییر مکان های      ،              مربوطءبنابراین برای المان تیرو با توجه به چهار درجه آزادی نشان داده شده

: وچرخش های         و         ، لنگر خمشی و نیروی برشی در گره ها برابر خواهد بود با 

aubu

aQbQ

تغییر شکل کلی تیر خمشی

محاسبه سختی یک قاب خمشی
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محاسبه سختی یک قاب خمشی

 رجاتمطلوبست محاسبه سختی جانبی قاب نشان داده شده با توجه به د–مثال

آزادی مورد نظر؟

ازروش های مختلف تحلیل سازه از جمله پخش

در . لنگر و غیره  می توان مساله  را حل نمود 

اینجا از تعریف  ضرایب  تاثیر سختی  استفاده

.می شود

محاسبه سختی یک قاب خمشی

برای بدست آوردن ضرایب ستون

اول ماتریس ، در تغییر مکان        ، 

تغییر مکان واحد اعمال می شود در 

حالی که سایر تغییر مکانهای درجات

:آزادی گرفته می شوند یعنی 

          ل سازهاز تحلی) و تغییر شکل مربوط در شکل نمایش داده شده است ( ضرایب سختی ) نیروهای

(ها و یادآوری ها 

.خواهد بود3X3ماتریس سختی سه درجه آزادی داریم

11 u032  uu و

1u

1ik
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محاسبه سختی یک قاب خمشی

برای تعیین ضرایب ستون دوم ماتریس سختی

:خواهیم داشت 

          (  ستون سوم ماتریس ) برای ضرایب

:مشابه حالت دو عمل می شود 

2ik

12 u031و  uu

l

EI

h

EI
k bc 44

22 

3ik

13 u021  uu و

محاسبه سختی یک قاب خمشی

 ، اگر در حالت خاص               و                  باشد

:ماتریس سختی بصورت زیر خواهد بود 

 ل قابقرار داشته باشد ، معادله حاکم برای تغییر شک( مثلا        ) اگر قاب تحت اثر نیروی جانبی

)                      ( :بصورت زیر خواهد بود 

cb II hl 2
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محاسبه سختی یک قاب خمشی

 خواهیم داشت 3و 2از معادلات ردیف:

 رابطه اخیر در معادله حاکم رفتاری قرار گیرد ، خواهیم داشت:

11

1

22

22

3

2

1

1
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6
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


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

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




محاسبه سختی یک قاب خمشی

 این روش که همراه با حذف چرخش های گره هاست ، به عنوان روش حذف استاتیکی معروف است.

137
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h

EI
f c

s 




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


 kfu s11

سختی جانبی قاب 37
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معادلات رفتاری

با توجه به مباحث پایه ای مطرح در حالت سازه های معادل یکدرجه آزادی مطالب بعدی در این حالت

( SDOF. ) خواهد بود 

Single – Degree – of - Freedom

 (معادله حرکت ) نوشتن معادلات رفتاری

کاربرد مستقیم اصل دوم نیوتن–الف 
umF  

  umfftP DS


 tPffum SD   tPkuucum  

معادلات رفتاری

(D’Alembert’s Principle( ) اصل دالامبر ) تعادل دینامیکی –ب 

.نیروی        از ابتدا نیروی مقاوم است : مشابه حالت اول با بیان متفاوت 

ترکیب مولفه های نیروهای سختی ، میرایی و جرم–ج 

در حالت رفتار خطی و در اصول مشابه حالتهای الف و ب

um 

= + +
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معادلات رفتاری

تصور تغییر مکان کاذب و صفر بودن کار انجام شده :روش کار مجازی –د  

....(جنبشی و پتانسیل ) اطل بقای انرژی :اصل انرژی –به

مدل سازی رفتاری

 کمک فنر–فنر –سیستم جرم


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مدل سازی رفتاری



مدل سازی رفتاری

 مطلوبست تعیین معادله حرکت سیستم داده شده:
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مدل سازی رفتاری

 حل:

:از روش متعارف تعادل استفاده می کنیم 

(tمثلا ) ، سیستم را در یک  لحظه ( رفتار خطی ) ارتعاش در دامنه های کوچک است 

( :به همراه نیروهای موثر ) در حالت تغییر شکل نشان می دهیم 

مدل سازی رفتاری

 سیستم معادل یک درجه آزادی            نقطه شاخص یا درجه آزادی شاخص را

.انتخاب می کنیم 

  BBtz 

4

Z
DD 

ZEE
4

3


ZFF
3

2


ZGG
3

1


2

Z
SS 
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مدل سازی رفتاری

تعیین نیروهای موثر:   tZKEEKfS
4

3
111 

   tZKGGKfS
3

1
222 

   tZCDDCfD


4

1
111 

 tZCfD

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 
 

 tZam
tZ

mSSmf I



2

2
111  AB اینرسی انتقالی المان

   tZmFFmf I


3

2
222 

..

..

.

مدل سازی رفتاری
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مدل سازی رفتاری

0دسترسی به معادله حرکت از روش تعادل A
M

مدل سازی رفتاری

0 A
M

اینرسی جرمی میرایی

سختی نیروی خارجی تحمیلی

  
a

f
Maf I

II 4
3

2
2 2

11  +

 1

1
41 aafD 

+

  
a

f
af S

S 4
3

3 2
1  =  


atpaf

3

2
8 
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مدل سازی رفتاری

 پس از جاگذاری عبارت ها و ساده کردن روابط در نهایت خواهیم داشت:

معادله سیستم معادل یک درجه آزادی با جرم موثر ، میرایی موثر ، سختی موثر و نیروی موثر

   

   








  

tpaftZ
K

K

tZC
C

tZmam

3

16

916

9

169

4

3

4

2
1

2
1

2






























       tptzktzctzm   

 توجه:

با توجه به ارائه درس مهندسی  زلزله در نیمسال بعدی ، 

حالتهای حرکت زمین بعنوان عامل ارتعاش در سازه  ها

در مدل سازی  و تحلیل ها  در درس دینامیک  سازه ها

.ارائه نمی شود 
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روش های حل معادلات حرکت

classical solution( مستقیم ) روش کلاسیک و متعارف –الف 

حل عمومی و جواب خصوصی و اعمال شرایط اولیه –حل معادله دیفرانسیل 

رفتار خطیDuhamel’s Integralروش انتگرال دوهامل –ب 

رفتار خطیTransform Methodsروش های تبدیل –ج 

تحلیل در میدان فرکانس تبدیل لاپلاس و فوریه       

مناسب برای تحلیل های اندر کنش محیط های غیر یکنواخت•

FFTروش های عددی قوی و سریع  •

رفتار خطی و غیر خطی الگوریتم های مختلف و پایداری  Numerical Methodsروش های عددی –د 

روش

Response                          پاسخ ، واکنش سازه

             از حل معادله حرکتU(t)بدست می آید

 مفهوم پاسخ شامل همه نوع مجهول محاسباتی و طراحی می تواند باشد

......تغییر مکان ، سرعت ، شتاب ، تنش ، نیرو و 

 معمولا در طراحیUmax و پاسخ های حداکثر بکار گرفته می شوند.
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Element Forces نیروهای 

اجزاء 

 حاصل می شود و برای تیر و ستونها می توان(                           دینامیکی ) از حل معادله حرکت

.  لنگرخمشی و نیروی برشی حاصل شود 

اید و برای طراحی ، از تنش های مجازی استفاده می شود که از آزمایش استاتیکی مصالح بدست می:توجه 

.کافی است از      برای ارزیابی نیروها استفاده شود 

 تغییر مکان .استفاده شود ( ترکیب ) برای بدست آوردن پاسخ کامل باید از جواب دینامیکی و استاتیکی

.تحت اثر وزن باید ملحوظ شود 

   tkutfS 

 tu

Sf

(مقیاس ) دستگاه واحد 

f=maرابطه اساسی

نیرو= جرم Xشتاب 

SIدستگاه  واحد نیرو= Nنیوتن 

شتاب= 2m/s2متر بر ثانیه بتوان  

Kg mass   کیلو جرمN.S2/m =kg  =جرم
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(مقیاس ) دستگاه واحد 

MKSدستگاه 
kgf  =واحد نیرو

m/s2 =شتاب

kgf.S 2/m  =جرم

1 kgf = 9.81 N

g=9.81 m/s2=981 cm/s2شتاب ثقل

=386 in/s2 = 32.2

(مقیاس ) دستگاه واحد 

1 kip =1000ibf = 453.4 kgf = 4448.2 N

1 kip/in = 175126  N/m

1 in = 2.54 cm

1 psi = 6894.8 N/m2 = 0.7 t/m2

 ،m=W/g مناسب است در فرمول ها از(m) برای بکار گیری جرم

( وزن W) استفاده شود

. وزن مانند نیرو است
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معادله حرکت

 در جهت شمال جنوب قاب خمشی و در جهت شرقییک ساختمان صنعتی یک طبقه :مثال

. غربی بصورت مهار بندی شده است 

وزن در سقف            و مهارهای افقی در سقف زیر خرپای 

:ممان اینرسی ستونها . سقف است 

مهارهای قائم میلگرد به قطر     و    

غرب و شرق–مطلوبست تعیین معادله حرکت در جهات شمال جنوب 

0302 
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1ksiE 29000

معادله حرکت

 با توجه به ضربدری های افقی سقف می توان عملکرد سقف را بصورت دیافراگم فرض نمود  .

 
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معادله حرکت

:جنوب –جهت شمال –الف 

سختی جانبی دو قاب خمشی عبارت است از 

  
 

inkips
h

EI
k x

SN /58.38
1212

2.82102912
4

12
4

3

3 
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


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




0  ukum SN
: معادله حرکتS-N

معادله حرکت

:غربی –جهت شرقی –ب 

ائم معمولا وقتی از مهار استفاده می شود ، فرض می گردد که قاب ها صلب بوده و برای انتقال نیروی ق

سختی، بنابراین( با اتصال مفصلی ) هستند و بار جانبی توسط مهارها تحمل می شود ( بار مرده و زنده ) 

: جانبی جمع سختی هر یک از مهارها خواهد بود که بصورت زیر برآورد می شود 









ftl

inA

3.23

785.0 2
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معادله حرکت


l

AE
p 

cospfs 




cos
u

cos
sfp 

 cosu
در معادله

معادله حرکت

هر قاب دارای دو مهار است ولی یکی در کشش است که مقاومت جانبی را ایجاد می نماید و دیگری در

ت جانبیو بسیار کم در مقاوم( در اثر نیروی محوری ) فشار کار می کند که فرض می شود به کمانش برسد 

:  مشارکت می نماید ، چون دو قاب مهار بود پس 
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معادله حرکت

غرب –سختی یک ستون در جهت شرق :توجه 

. (پس صرفنظر شد ) است که بهر حال از نظر نسبی قابل توجه نمی باشد 

inkipsk WE /6.1198.592 

0  ukum WE
معادله حرکت

inkips
h

EI
k

y
/13.2

12
3


ستون

معادله حرکت

 با توجه به سیستم زیر که وزنه :مثالW توسط فنری از انتهای یک تیر طره آویزان است ، معادله

.ود حرکت وزنه را بنویسید ، تیر فلزی است                            و از جرم تیر و فنر صرفنظر می ش ksiE 29000
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معادله حرکت

 tpWfum s 

ukf es 

 tpWukum e 

uu s 

uu   0

Wk se 

s            (استاتیکی)تغییر مکان در اثر

u

W

(دینامیکی) ""    ""      "" tp

 tpukum e 

معادله حرکت      باید محاسبه شود
ek

معادله حرکت

برحسب تغییرملاحظه می شود وقتی معادله

است ، وزن در معادله  اثرuمکان  دینامیکی  

معمولا  حرکت  از حالت  استاتیکی  به . ندارد 

بعد  نوشته و حل  می شود  و  سپس  اثر حالت    

(اگر رفتار خطی باشد)استاتیکی ملحوظ می شود
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آزادی بدون میراییسیستم معادل یک درجهپاسخ ارتعاش آزاد یک

0 SI ff

00  u
m

k
ukuum 

 

 







0

0

0

0

utu

utu


شرایط اولیه

0,02  km
m

k فعلا      مفهوم فیزیکی ندارد

 02uu  برای حل  پاسخ فرضی   stectu 

 stescu 2 در معادله   022 sec st

پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی بدون میرایی

 ترجیح می دهیم ، رابطه از حالت تابع اکسپونانسیل به حالت هارمونیک نوشته شود .

: از رابطه مثلثاتی اولر استفاده می کنیم 

 iss  022

  01  steci

 پاسخ معادله   titi ecectu   21

 sincos ie i 

    tcitctcitctu  sincossincos 2211 
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی بدون میرایی

 برای تعیین ضرایب ثابتA وB از شرایط اولیه استفاده می کنیم:
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی بدون میرایی

ب با فاصله به کمک روابط مثلثاتی پاسخ بصورت تابع هارمونیکی است با دامنه               و سیکل تناو

ا، فاصله زمانی       عبارت است از مدتی که آرگومان تابع یعنی                  ب( پریود تابع ) زمانی        

:مقدار        افزایش می یابد 
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی بدون میرایی

تعداد سیکل در یک ثانیه: فرکانس 

.پس      تعداد سیکل تناوب در      ثانیه  که به فرکانس زاویه ای موسوم است 

محاسبه سختی موثر
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی بدون میرایی

 با توجه به شکل:
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SDOF ارتعاش آزاد

 بدون میرایی–الف
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SDOF ارتعاش آزاد

پریود ، فرکانس و فرکانس زاویه ای طبیعی سیستم
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی

زیر رادیکال صفر 1 100% یا  حالت بحرانی

تابع پاسخ اکسپونانسیلعدد حقیقی  Sجواب 

زیر رادیکال مثبت 1 حالت فوق بحرانی

تابع پاسخ اکسپونانسیلدو عدد حقیقی  Sجواب 

پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی

 حرانی دارای میرایی خیلی کمتر از ب( سازه های متعارف عمرانی ) که در عمل ، ارتعاش آزاد کلیه ابنیه

:است ( ارتعاش ) است و تابع پاسخ دارای حالت نوسانی 

 برای بدست آوردن تابع پاسخ:

crcc
موجود

1و یا%100 

21   iS Dو   21 فرض می کنیم 

 DiS    tittit DD ecectu
 

 21

   titit DD ececetu
   21
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی

ست عبارت داخل پرانتز شبیه پاسخ ارتعاش آزاد بدون میرایی است فقط        به        تبدیل شده ا  .

:پس می توان به کمک رابطه اولر مثلثاتی ، پاسخ را بصورت هارمونیک نوشت 

 می توان دو تابع هارمونیک را تبدیل به یک تابع نمود:
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی

 در ساختمان صنعتی مثال های قبل مطلوبست برآورد      ،      و          در دو جهت ؟–مثالTf
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پاسخ ارتعاش آزاد یک سیستم معادل یک درجه آزادی با میرایی

 مطلوبست تعیین      و ( طره با وزنه در انتها ) در مثال های قبل –مثال ،fT
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SDOF ارتعاش آزاد

 حالت میرایی –ب
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SDOF ارتعاش آزاد

1.0.........برای ساختمانها ، پل ، سد ، تاسیسات هسته ای ، سازه های دریایی  و 

SDOF ارتعاش آزاد

فرکانس زاویه ای میرایی
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SDOF ارتعاش آزاد

دامنه حرکت در ارتعاش آزاد با میرایی در هر سیکل حرکت کاهش می یابد و پوش آنها:
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SDOF ارتعاش آزاد

فاده شود ،معمولا بهتر است بجای دو سیکل متوالی از چند سیکل فاصله برای کاهندگی لگاریتمی است
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:دامنه حرکت 50% رابطه بیان کننده تعداد سیکل لازم برای کاهش 
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SDOF ارتعاش آزاد

 ین روش هایکی از ا. تعیین تحلیلی در صد میرایی ممکن نیست لذا از روش های تجربی استفاده می شود

.حالت ارتعاش آزاد سازه واقعی است 
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1
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اگر آزمایش اجازه ثبت شتاب را بدهد

را بدهد  uاگر آزمایش اجازه ثبت 

.معمولا در عمل حالت ثبت شتاب سازه در آزمایش ارتعاش آزاد سهل تر است 

SDOF ارتعاش آزاد

شتاب نگاشت ارتعاش آزاد سازه

برداز ثبت می توان ارتعاش آزاد را بررسی و پریود واقعی را محاسبه نمود و از روش تحلیلی و کار

.سختی و جرم نیز محاسبه و مقایسه کرد تا دقت تعیین سختی و جرم ارزیابی شود 
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SDOF ارتعاش آزاد

 اش آزاد که تحت آزمایش ارتع( مدل ) مطلوبست تعیین پریود طبیعی و در صد میرایی یک قاب –مثال

. نتیجه آزمایش بصورت زیر است . قرار کرفته است 
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SDOF ارتعاش آزاد

 وده ویک مخزن آب هوایی که خالی است در نظر گرفته می شود ، یک کابل به مخزن متصل ب–مثال

انی اینچ تغییر مکان افقی شده است ، کابل بصورت ناگه2اعمال شده که باعثkips16.4نیروی افقی    

اینچ می باشد ،1ثانیه و دامنه حرکت 2قطع و ارتعاش آزاد رخ می دهد ، در پایان چهار سیکل کامل ، زمان 

:با اطلاعات فوق مطلوبست محاسبه 

پریود طبیعی بدون میرایی–ب در صد میرایی                  –الف 

وزن موثر سیستم–د سختی موثر سیستم                –ج 

. اینچ کاهش یابد 0.2تعداد سیکل لازم برای اینکه دامنه حرکت به –و ضریب میرایی                    -به
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SDOF ارتعاش آزاد
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SDOF ارتعاش آزاد

 80وزن آب لازم برای پر کردن مخزن آب هوایی در مثال قبل برابر –مثال kips، می باشد

مطلوبست  تعیین پریود طبیعی و در صد میرایی مخزن پر ؟
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انرژی ارتعاش آزاد

 انرژی یک سیستمSDOF  در لحظه شروع ( شرایط اولیه        و       ) در اثر ارتعاش آزاد ،:

زدر هر لحظه از ارتعاش آزاد ، انرژی کل از جمع دو انرژی است ؛ انرژی جنبشی       و انرژی پتانسیل ا

: کرنش         
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انرژی ارتعاش آزاد

 بجای         از معادلش در حالت ارتعاش بدون میرایی قرار می دهیم:

 انرژی کل:
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انرژی ارتعاش آزاد

 فنظرمیرایی صر) مقدار کل انرزی در هر لحظه مستقل از زمان بوده و برابر انرژی لحظه ابتدایی است

(.شده 

رتعاش آزاداگر میرایی در نظر گرفته شود ، برای محاسبه انرژی جنبشی و پتانسیل باید از         حالت ا

.با میرایی استفاده نمود 

انرژی کل در این حالت دارای تابع کاهشی در زمان خواهد بود چون از انرژی بصورت لزجی استهلاک

:می شود که در مدت زمان صفر تا     برابر 

. به مرور مستهلک خواهد شد ( لحظه اول شروع ارتعاش ) مقدار انرژی کل اولیه 

 tu

t   
u u u

DD dtucduucdutfE
0 0 0

2

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

چرا؟. این بخش از مباحث کلاسیک و پایه ای دینامیک سازه هاست

اجامو–نیروی نا متعادل ماشین های چرخان )از یک طرف اکثر بارها بصورت هارمونیکی بیان می شوند 

.....(.بارهای پریودیک و –زلزله –دریا 

از طرف دیگر درک رفتار سازه ها در برابر نیروهای هارمونیک کمک فراوانی به درک واکنش سازه در

.برابر سایر نیروها می نماید

.  در ضمن نوع تابع هارمونیک و نتایج حاصل از تحلیل و تفسیر آنها ساده می باشد

  tPtP  sin0
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

 حالت بدون میرایی–الف:

tpkuum  sin0


  t
k

p
t

k

pu
tutu 





















 sin

1

1
sin

1
cos

2

0

2

00
0

















در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

اگر شرایط اولیه صفر باشد:

   tt
k

p
tu 


sinsin

1

1
2

0 




پایدارگذرا

0: 00  uu 

 
 

stu

tu
tR  ضریب رفتار

k

p
ust

0

 
 

2
0

2
0

max
max

1

1
sin

1

1













k
p

t
k

p

u

tu
DtR

st

ضریب بزرگ نمایی تغییر مکان

1
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

(رزونانس)حالت تشدید  
0

1
1 D

  


tu با رفع ابهام :

   ttt
k

p
tu  sincos5.0 0 

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

 حالت با میرایی–الف:

tpkuucum  sin0


    tNtMtBtAetu DD

t  cossinsincos 

A وBاز شرایط اولیه بدست می آید

   2
22

2

0

21

1










k

p
M

   2
22

0

21

2










k

p
N
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

اگر از جواب گذرا صرفنظر شود:

در رزونانس

       ttutu p sin

   2
22

0

21

1







k

p













21

2
arctan






   2
220 21

1









k
p

D




2

1
1  D

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

حداکثر : توجهDدر مقادیر قدری کمتر از

برای مثال

 (:با شرایط اولیه صفر)اگر از جواب گذرا صرفنظر نشود

 ترمsin  و                    ( صرفنظر می شود)در عبارت بالا کوچک است:

1

  2222 210814 



d

dD

%15 حداکثرD977.0به ازاءحاصل میشود.

000  uu 

 








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



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
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
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
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p
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
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 cossin
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0

 D

    te
k

p
tu t 



 cos1
2

10  
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

برای حالت حذف جواب گذرا:

اگر                 . کمی بزرگتر از یک است و مستقل Dضریب بزرگنمایی ِ( تغییرات نیرو آهسته است)1

.پس                               رفتار دینامیکی مانند تغییر شکل استاتیکی است–از میرایی 

.سختی سیستم کنترل کننده است*

...... 1

اگر           . به سمت صفر میل می کند و میرایی اثرDبا افزایش       مقدار ( تغییرات نیرو سریع است)2

:تعیین کننده است و تقریبا داریمDبرای مقادیر بزرگ        ترم           در بیان عبارت . زیادی ندارد

1

k

p
u 0

max  

1D

1

4 

2

2

2
0

1









k
p

D

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

جرم کنترل کننده است*

..... 1

..... 2

اگر            . بسیار به درصدDمقدار ( فرکانس بارگذاری و فرکانس طبیعی سیستم تقریبا برابر است)3

.تغییر شکل دینامیکی خیلی از تغییر شکل استاتیکی بزرگتر است. میرایی حساس است

.میرایی کنترل کننده است*

2

0

2

2

0







m

p

k

p 
دامنه حرکت

1




c

pk
p

0

0

2

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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

مثال:

یکییک سیستم معادل یک درجه آزادی تحت اثر دو حالت بارگذاری هارمون( با تقریب         )دامنه حرکت 

مطلوبست تخمین درصد میرایی سیستم؟. بصورت زیر است

5 520.0 

: 5

5
2

10 



k

p 5.002.0
25

1 0

0

2

0 
k

pk
p

k

p




%505.0 



برآورد در صد میرایی از روش تشدید هارمونیکی

نوسان کننده  ساده مستهلک شونده با فرکانس زاویه ای: تئوری

  tptp sin0 1 

   
 

 t
k

p
tutu p 


cos2

2

1
2

0 

  t
k

p
tu 


cos

2

0
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

 نیروی        در فنر–الف

 نیروی         در میراگر–ب

Sf tkufS 

k
p

a
2

0دامنه

 tucfD
. Df

umfmc
m

c
D

 222 

    tatutatu  sincos  

tamtamfD  sin2sin2 2

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

takfkm
m

k
D  sin222 

t
ak

f
t

ak

f DD 





2

2

sin
2

sin
2











2

2
22 1cos1sin

a
utt  

تابع بیضی
  2

2

2

2

1
2 a

u
ak

fD 




22 October 2014

58

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

ه دردریک سیکل کامل مقدار انرژی پتانسیل در فنر تماما پس داده می شود ولی انرژی استهلاک شد

:میراگر مصرف می شود و مقدار آن برابر سطح زیر بیضی است

رابطه بین مجموع دو نیروی              وتغییر

:مکان    

  kaA 22
ka

A
22

 

SD ff ,

u

شکل بدست آمده برای حالت تئوریک و ایده آل بوده است

برآورد در صد میرایی از روش تشدید هارمونیکی

 محاسبه و درصد میرایی نسبی تخمین زده می شودمقدار –از شکل مساحت بیضی ak,

ka
A

22
 

4% شدهفولادی جوش

%7فولادی پیچ و مهره 

5% بتن پیش تنیده

%7بتن مسلح 

(منحنی در حالت واقعی) (توصیه سازمان انرژی اتمی آمریکا)
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برآورد در صد میرایی از روش تشدید هارمونیکی

انرژی مستهلک شده یک سیستم مقدارSDOF در یک سیکل تحت اثر  tptp  sin0

(:جواب پایدار)
  dtucdtuucdufE DD   

 
 2

0

2

0

2

   2
22

0
cos 



 


cdttc

:توجه از قبل داشتیم       ttutu p sin

در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های

مثال:

نیروی مقاوم برای حرکت جسمی در یک سیال با توان دو سرعت رابطه دارد

حت اثرمطلوبست تعیین ضریب میرایی معادل لزجی           برای چنین نیرویی که بر سیستم مرتعش ت

نیروی  هارمونیکی با دامنه حرکت         و فرکانس زاویه ای       و هم چنین تخمین       در حالت

اگر زمان از حالت تغییر مکان حداکثر منفی در نظر باشد: حل:

2ubfD


eqc



  ttu  cos

  dtuubdtufdtufdufEc DDDDeq
   

  


  2

0 0 0
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8
sin2 
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 
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btdtb
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در بار گذاری های هارمونیک SDOF واکنش سیستم های




  bcbc eqeq
3

8

3

8 322

از قبل 



c

p0

2
1

2

0

8

3















p

b

کاهندگی ارتعاش

انتقال حرکت از تکیه گاه : الف

به سازه

.... زلزله-انفجار-عبور قطار-ماشین آلات

  tuututu gggg  cossin
00



نشان میدهیمرا با برای سادگی
tuu

    0 gg uukuucum 
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کاهندگی ارتعاش

tuctkukuucum gg  cossin
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 
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

cossin

21

1

sin

00222

0
max

0





crc

tugحداکثر تغییر مکان منتقله از پی سازه به خود سازه وقتی پی بصورت                     ارتعاش می کند sin
0

کاهندگی ارتعاش

مساله مهم در کاهندگی ارتعاش:

.حفاظت سیستم از ارتعاشات مزاحم ناشی از حرکت تکیه گاه است

ضریب قابلیت انتقال:

معیاری جهت تعیین میزان انتقال حرکت از پی به دستگاه

   
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کاهندگی ارتعاش

در بارگذاری

   
sin

21

1

222








D

 221  DTR

کاهندگی ارتعاش

          حداکثر تغییر )همه منحنی ها از یک نقطه عبور و             به ازای

(.ارتعاش پی( دامنه)مکان منتقله به سیستم برابر حداکثر 

    ییر بزرگتر باشد ضریب انتقال کاهش می کند بنابراین تغهر چه     از
.مکان منتقله کمتر می شود

ی مهم وتاثیر نیروی میرای! هر چه      کمتر باشد ضریب انتقال کمتر می شود

!نقش نیروی میرایی؟ نا مطلوب. هر چه کمتر باشد بهتر است

باید تغییر تغییر مکان حداکثر سیستم است ولی برای نیروی داخلی سازه در اثر حرکت تکیه گاهی

:مکان نسبی معلوم باشد

21TR

2



maxu
ru



22 October 2014

63

کاهندگی ارتعاش
gr uuu 

tmuumkuucum ggrrr  sin2

0


geff ump 

   2
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



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g
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2

max 0
Duu gr 

کاهندگی ارتعاش

 مثال:

26 /101.2 cmkgE 

21450cmI 

%5

?TR

حداکثر تنش موجود در ستونها؟
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کاهندگی ارتعاش

 3
6

3
500

1450101.26
/2.146
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کاهندگی ارتعاش
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کاهندگی ارتعاش

انتقال نیرو از سازه به تکیه گاه: ب

.در طراحی پی های ماشین های مرتعش بکار می رود

سازه مرتعش است و هدف تعیین مقدار نیروی منتقله از سازه به تکیه گاه است

کاهندگی ارتعاش

 ستاتیک در ا. برآیند نیروهای انتقال یافته از سازه به پی برابر مجموع نیروهای فنر و کمک فنر است

.فقط نیروی        منتقل می شود اما در دینامیک  ،         و         منتقل می شود 
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کاهندگی ارتعاش
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کاهندگی ارتعاش

TR :ه به حداکثر نیرویقابلیت انتقال در این حالت عبارت از نسبت حداکثر نیروی انتقال یافته به تکیه گا

.هارمونیکی وارد بر سازه است 

کنند ، انتقال حرکت از تکیه گاه به سازه و انتقال نیرو از سازه به تکیه گاه از یک قانون پیروی می

( .مشابه است TRمنحنی تغییرات ) 
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کاهندگی ارتعاش

 مثال:

نیروی انتفال یافته از موتور به تیر ؟

%10

    Nttp  40sin103 4

44250cmI x 

26 /101.2 cmkgE  از وزن تیر صرفنظر می شود ،

کاهندگی ارتعاش

 حل:
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کاهندگی ارتعاش

   
89.1

7.01.027.01

1

222





D

cmD
k

p
87.089.146.00  حداکثر تغییر مکان

    91.17.01.02189.121
22
 DTR

NTRpp  44

0max 1073.591.1103 تاثیر نیروی دینامیکی

Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم

 نیروی پریودیک نیرویی که تابع آن پس از یک پریود ثابت ، عینا تکرار شود( پریودTp )نیروی ،

یلیپروانه کشتی ، امواج روی سکوهای دریایی ، نیروی  گردابی  باد بر ساختمانهای  بلند و لاغر و خ

نیروهای دیگر ، پریودیک یا نزدیک 

:به آن هستند 

شبیه سازی زلزله  و حرکت اتوموبیل

روی دهانه بلند پل ها به دلیل اثر بلند

مدت خزش از آن جمله می باشند ، 
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Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم

 (.ه خطی رفتار ساز)با کمک بسط سری فوریه ، نیروی پریودیک به ترم های هارمونیک تبدیل می شود
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Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم

 در تئوری           ترم  ولی در عمل چند ترم اول برای همگرایی کافی است .
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Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم

از حل معادله برای هر ترم بارگذاری

      یک تابع پریودیک با پریود

یب        تاثیر نسبی  هر ترم بستگی مستقیم به مقدار      و        از مولفه نیرو         و همینطور ضر

. دارد 

 tu

 
   

  

   tbat

ba
kk

a
tu

nnnnnn

n

nnnn

nn






 




cos21sin

12
21

11

2

1

2

222

0






 tupT

nanbn  tp

Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم

 مطلوبست تحلیل یک : مثالSDOF تحت اثر نیروی پریودیک
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Periodic Excitation     به بارگذاری پریودیک SDOF پاسخ سیستم
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(انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDFتحلیل دینامیکی

 Duhamel’s integral )Response to Arbitrary Force(

 ی دیده، تحلیل دینامیکی در برابر بار آن( بدون محدودیت خاص)قبل از پرداختن به بار گذاری کلی

مدت زمان اعمال بار بقدری کوتاه که سیستم . می شود 

فرصت عکس العمل ندارد ، بنابراین تغییر مکان در فاز 

بارگذاری تقریبا صفر است ، میرایی در این نوع بارگذاری

جواب سیستم در فاز ارتعاش آزاد. اثر بسیار ناچیز دارد 

dtt: خواهد بود 
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF  تحلیل

دینامیکی 

 شرایط اولیه در لحظهtd نوشته می شود ( بدون میرایی)برآورد شده و رابطه ارتعاش آزاد  .

معمولا اگر                 باشد ، جواب تقریبی فوق ، قابل قبول خواهد بود.

ضربه = اندازه مقدار حرکت    
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(انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی SDFتحلیل دینامیکی 

 یک سیستم –مثالSDF باT=0.4 sec تحت بار ذوزنقه ای شکل است .
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF تحلیل دینامیکی

 روش مستقیم یا........
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF تحلیل دینامیکی
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF تحلیل دینامیکی

انتگرال دوهامل برای حالت بدون میرایی

جواب خیلی  دقیق است چون

پاسخ انتگرال دوهامل برای حالت با میرایی

در عمل ،اگر تابع         پیچیده باشد یا شکل خاصی نداشته باشد ، از روش برآورد عددی استفاده می شود ،

. روش های عددی انتگرال دوهامل از کارایی خوبی بر خوردار نمی باشند 
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF  تحلیل

دینامیکی 
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF  تحلیل

دینامیکی 

 مطلوبست  تحلیل یک –مثالSDF با روش انتگرال دو هامل برای بار گذاری زیر:

حالت بدون میرایی
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( انتگرال دوهامل)در بار گذاری اختیاری و کلی  SDF  تحلیل

دینامیکی 

( :ارتعاش آزاد)برای         

. باید      و     در لحظه      بر آورد شود و در رابطه ارتعاش آزاد قرار گیرد 

(:شرایط اولیه صفر فرض شده است )پس از عملیات پر حجم انتگرال گیری 
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در چند حالت بار گذاری خاصSDFپاسخ سیستم 

 الف–STEP FORCE

 در این حالت                              به ازای  لحظه ای که پاسخ حداکثر می شود.

 یا انتگرال دوهامل قابل حصول است ( حل معادله دیفرانسیل ) تحلیل بالا از روش مستقیم.
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در چند حالت بار گذاری خاصSDFپاسخ سیستم 

 ب–RAMP FORCE ( نیروی افزاینده خطی)
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در چند حالت بار گذاری خاصSDFپاسخ سیستم 

 ج–STEP FORCE with FINITE RISE TIME ( بدون میرایی)
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در چند حالت بار گذاری خاصSDFپاسخ سیستم 
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در چند حالت بار گذاری خاصSDFپاسخ سیستم 

طیف جواب برای بارگذاری فوق

حالت بدون میرایی

در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 بر سازه ها اثر می کنند...... انواع بار گذاری ضربه ای مثلثی ، مستطیلی ، نصف هارمونیک و.

 جزئیات تحلیل برای نمونه در مورد بار ضربه ای نصف سینوس ارائه می شود  .

موج انفجار ، ترمز جرثقیل های بزرگ ، افزایش ناگهانی 

نیروی موتور از جمله بارهای ضربه ای هستند ، 

معمولا اثر میرایی خیلی کم است ، 

IIو فاز Iفاز : تحلیل در دو فاز انجام می شود 
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 تحلیل فاز بار گذاری(I )

 آیا            در فازI  است یاII؟

dtt 0

tpkuum  sin0
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


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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 برای اینکه حداکثر در فازIباشد باید

 بارگذاری نصفsin پس سیکل اول(n=1)و اگر با علامت منفی ادامه دهیم خواهیم داشت

. بررسی می کنیم + و علامت n=1که معنی ندارد پس رابطه شرطی را با  

tnt   2 لحظه پاسخ حداکثر
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 تحلیل فاز ارتعاش آزاد(II)

برای رابطه ارتعاش آزاد                                                                           باید تغییر مکان و 

(.لحظه            یعنی                ) سرعت در لحظه        تعیین شوند 

:مقادیر                  محاسبه می شوند Iاز رابطه فاز 
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PULSE EXCITATION

             برای محاسبه:

:پس 
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 برآورد حداکثر تغییر مکان در فازII  :

     ttu sin که
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  tumax که اگر بجای                   از معادل آنها استفاده شود:
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

تهیه طیف پاسخ بار گذاری نصف سینوسی

 با توجه به تعیین تغییر مکان حداکثر در فازI وII می توان ضریب بزرگنمایی را محاسبه و بر حسب

.های مختلف ، منحنی مربوط ترسیم شود 

T

td

در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 0.5پریود طبیعی قاب برابر . قاب یک طبقه مطابق شکل مفروض است –مثال secو ستون ها از

، مطلوبست تعیین پاسخ حداکثر قاب تحت اثر بار (E= 2.1   106 kg/cm2)می باشد IPB 16مقطع 

منظور از پاسخ در این مساله حداکثر .  td= 0.25 secو ton 1.8ضربه ای نیم سینوس با حداکثر مقدار

تغییر مکان در بالای قاب و حداکثر تنش خمشی در ستونها؟



34 311249216 cmWوcmIIPB xx 

5.15.0
5.0

25.0
 D

T
td طیف مربوطه
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 برآورد لنگر از روش دیگر:
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 تحت اثر نیروی 80برج آب مثال های قبل با ارتفاع –مثالp(t) ناشی از انفجار قرار می گیرد .

مطلوبست تعیین حداکثر برش و لنگر خمشی در پای برج؟

در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 حل مثال:

:استفاده می شود ( مساحت منحنی بارگذاری ) از قانون ذوزنقه برای محاسبه انتگرال 

:از مثال های قبل
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در برابر بارگذاری ضربه ایSDFتحلیل دینامیکی سیستم 

PULSE EXCITATION

 
  

in
Tk

I
u 821.0

12.12.8

22.12
max 



   kipskufs 73.6821.02.8maxmax


 برش حداکثر kipsVb 73.6 و

ftkipMb  5388073.6

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

 برای انواع بارگذاری دینامیکی بویژه اگر نیرو دارای تابع ریاضی مشخصی نباشد:

 شدقت ، همگرایی ، پایداری و نکات برنامه نویسی و اجرا در کامپیوتر در مورد رو:مسائل مهم

عددی مورد نظر

 تفاظل محدود در بیان سرعت و –درون یابی تابع نیرو : سه روش کلی عددی :انواع روش

فرض تغییرات مختلف شتاب–شتاب 

 tp
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به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

 روش های عددی متکی بر درون یابی در تابع نیرو–الف

 Numerical Solution Based on Interpolation of the Excitation

درون یابی ثابت  تابع نیرو

  ii ppp  ~

یا

یا

1ip

2

1 ii pp
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به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

درون یابی خطی تابع نیرو   
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به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

1-درون یابی ثابت تابع نیرو

:  جواب کلی از دو قسمت تشکیل شده است –از میرایی صرفنظر می کنیم :برای سادگی 

جواب سیستم تحت اثر نیروی ثابت در فاصله زمانی       بدون شرایط اولیه. 1

جواب سیستم درحالتی که نیرو وجود ندارد و فقط شرایط اولیه وجود دارد . (ارتعاش آزاد ) 2
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 ( :نیرو      وجود ندارد)ارتعاش آزاد
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به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF
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 اگر در روابط قبلی                   قرار گیرد ، تغییر مکان و سرعت در لحظه           بدست می آید.



22 October 2014

89

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

2– درون یابی خطی تابع نیرو

:جواب کلی از سه قسمت تشکیل شده است . جزئیات حالت بدون میرایی ارائه می شود 

نیروی خطی           ( + ارتعاش آزاد ) شرایط اولیه بدون نیرو + نیروی ثابت       بدون شرایط اولیه 

( :دیده شد و اینجا جزئیات مورد سوم 1جزئیات دو مورد اول در حالت  ) بدون شرایط اولیه 
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 (:  مورد اول نیز لحاظ شده است 2جواب ) اگر                پاسخ در لحظات          بدست می آید it1it
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روابط مربوط به درون یابی خطی تابع نیرو در حالت میرایی













iiiii

iiiii

uDuCpBpAu

uDCuBpApu





11

11
































































  t

t
t

t
e

tk
A DD

D

t 















  cos
2

1sin
1

2121

2

2





























  t

t
t

t
e

tk
B DD

D

t 











  cos
2

sin
122

1
1 2



22 October 2014

91

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF



























  teDtteC D

D

t

DD

t 





  sin
1

cossin
1 2






















































  t

t
t

t
e

tk
A DD

t 






 cos
1

sin
11

11

22


































  tte

tk
B DD

t 


 cossin
1

1
1

2



































  tteDteC DD

t

D

t 







  sin
1

cossin
1 22

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

 دقت روش وابسته به. اگر        ثابت فرض شود ، ضرائب       تا        یکبار محاسبه می شود

ردر حالت                       جوابها قابل قبول است ، مساله د. است که هر چه کوچکتر باشد ، بهتر است 

.حالت خطی صادق است 

itADt

10

T
t 



22 October 2014

92

طیروش عددی استوار بر درون یابی تابع نیرو بصورت خ

 یک سیستم معادل یکدرجه آزادی با سختی معادل                                  و وزن–مثال

تحت اثر نیروی هارمونیک           بصورت  ( سکون ) با شرایط اولیه صفر 

.می باشد 

 (حالت بدون میرایی           ) جواب سیستم را برای فاصله زمانی                              بدست آورید

مساله را برای حالت . و از مبانی درون یابی خطی تابع نیرو استفاده شود 

. تحلیل و جوابها را مقایسه کنید ( پاسخ از روش حل معادله دیفرانسیل حرکت ) دقیق 

in
ibk 40

ibW 6.38 tp

  ttptp 10cos10cos0 

sec2.00 t 0

sec02.0t 

روش عددی استوار بر درون یابی تابع نیرو بصورت خطی

 جدول مساله مطابق ضمیمه تهیه و تنظیم می شود   .

20
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210604.9 A

210868.9 B

788.7C

110211.9 D
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 روش های عددی تحلیل دینامیکی –بSDFاستوار بر تغییرات

(گام به گام ) مختلف شتاب 

 Numerical Solution Based on Approximating Derivative

( step – by – step Numerical Integration )

 ثابت ،) در یک گام زمانی ، تغییرات شتاب در حالتهای مختلف فرض می شود :اساس روش ها

و با انتگرال گیری از رابطه شتاب ، رابطه تغییر مکان حاصل می شود ، ( متوسط یا خطی 

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 
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1–روش عددی گام به گام با شتاب ثابت ابتدای گام

  iuu  
انتگرال

   Auu i  0اعمال شرایط اولیه در

    iiii uuuuAuu   0

iii utuut   1
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 انتگرال رابطه         

 برای بدست آوردن            و سرشکن کردن خطاها از رابطه اصلی تعادل کمک گرفته می شود:

 بجای            از         و بجای            از        قرار می دهیم:
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2–روش عددی گام به گام با شتاب متوسط
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 در رابطه          بجای            و               از روابط         و           استفاده می کنیم:

1111   iiii pkuucum  و
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بنابراین از رابطه        مقدار        و در حقیقت             و سپس از روابط          و          مقادیر

. و         که          و          را ارائه می دهند ، حاصل می شوند 
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 برای سرشکن کردن خطاها در هر گام می توان         را از رابطه تعادل محاسبه نمود:

 روش فوق را روش                                                                           گویند.
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' SNEWMARK

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

3–روش عددی گام به گام با شتاب خطی
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در رابطه          بجای           از

 در رابطه         یعنی معادله جزئی حرکت بجای         و          از معادل آنها از         و          قرار

:         می دهیم 
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 به این روش ، روش                                                                         نیز می گویند  .
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 در هر گام می توان مقدارc وk ( .برای رفتار غیر خطی ) آن لحظه را قرارداد

.در این روش نیز می توان برای سرشکن کردن خطاها ، مقدار         را از معادله حرکت محاسبه نمود 

( :از نظر پایداری و دقت )مساله به        حساس است 

 پایداری روش های :اشارهNewmark  بصورت زیر بیان می شود:

جزئیات در مباحث پیشرفته دینامیک سازه ها 

برای حالت شتاب متوسط
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ر یعنی روش شتاب متوسط به ازای هر مقدار        ، پایدار است ، البته در عمل مقادیر منطقی در نظ

.  گرفته می شود 

برای حالت شتاب خطی 

اریعنی پایداری روش مشروط است ، البته در عمل ، معمولا       کوچک فرض می شود و این شرط بر قر

رابربرای مثال در حالت زلزله ، برای در نظر گرفتن تغییرات شتاب زلزله ثبت شده معمولا       ب. است 

0.551در نظر گرفته می شود که با توجه به پریود طبیعی سازه ها ، این        کمتر از، 0.01یا 0.02

T  معمولا                    مناسب است . خواهد بود .
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خلاصه نتایج روش های عددی گام به گام

روش شتاب ثابت ابتدای گام-1
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روش شتاب خطی–3
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 روش عددی گام به گامWilson –

اساس روش مشابه روش گام به گام شتاب خطی است با 

فرض می کند شتاب  E.L.Wilsonاین تفاوت که 

در فاصله کمی بزرگتر از        ، خطی است

این امر برای تضمین پایداری شتاب.  

در 2تا 1.4خطی است و مقدار      معمولا بین 

.نظر گرفته می شود 
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 روابط اصلی این روابطI  ،II ،III               از روش شتاب خطی است و فقط بجای              از

.و بجای        از          استفاده شده است 
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ین چون فرض شده که شتاب بطور خطی از زمان            تا                        تغییر می کند ، بنابرا

:نیروی موثر هم فرض می شود که در این فاصله زمانی ، خطی تغییر می کند و              بصورت 

از رابطه        مقدار          بدست آمده و آنرا در رابطه        قرار داده و              محاسبه  می شود ، 

:شتاب در گام زمانی معمولی        از رابطه زیر بدست می آید 
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مقدار         را در رابطه

و همینطور در رابطه

. از روابط شتاب خطی قرار داده و سرعت و تغییر مکان در لحظه             بدست می آید 
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 روش عددی تحلیل دینامیکی –جSDFاستوار بر تفاضل محدود سرعت و شتاب

 Central Difference Method (Finite Difference F.D.)

یکی از روش های حل دستگاه معادله دیفرانسیل 

آن است که به نحوی شتاب و سرعت را بر

حسب تغییر مکان بیان نمود ، در این حالت

مساله دینامیکی به صورت استاتیکی تبدیل

. می شود 
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 تفاضل محدود پیش روندهForward F.D. 

 تفاضل محدود پس روندهBackward F.D. 

 تفاضل محدود مرکزیCentral F.D.

معمولا در روش های عددی ، روش تفاضل محدود مرکزی از خطای کمتری نسبت به دو روش دیگر

.برخوردار است 
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 جزیات روش عددی تحلیل دینامیکیSDF از طریق تفاضل محدود مرکزی با توجه به اصول

:روش تفاضل محدود مرکزی 
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 از خطا صرفنظر و از دو رابطه          و          در        قرار داده و         را محاسبه می کنیم:

 پس از تعیین           از روابط          و        می توان        و       را تعیین کرد  .

با توجه به رابطه          و در شروع کار ، نیاز به       و        می باشد ، روابط         و          برای

:لحظه            نوشته شده و بطور همزمان حل می شوند تا رابطه        حاصل شود 
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 در یک مساله واقعی ، دو پارامتراز سه پارامتر      ،       و         کافی است.

 در تمام روش ها ، یکی از سه رابطه اصلی بکار گرفته شده ، رابطه حرکت  در لحظه      :توجه

.بوده بجز روش تفاضل محدود مرکزی که معادله حرکت در لحظه       بکار رفت 

 روش هایی که معادله حرکت در لحظه           را لازم دارند ، روش های ضمنیImplicit  گویند.

. کویند  Explicitو روش هایی که معادله حرکت در لحظه     را دارند ، روش های صریح 
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وش در تحلیل سیستم های چند درجه آزادی ، عملیات محاسباتی بیشتری در روش ضمنی نسبت به ر

صریح وجود خواهد داشت ، در ضمن روش های صریح فقط بصورت مشروط پایدار خواهند بود در حالی

.که برخی روش های ضمنی بصورت غیر مشروط پایدار می باشند 
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 ک ثانیهمطلوبست تحلیل دینامیک برج آب داده شده تحت بار نصف سینوس مطابق شکل در ی–مثال
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 روش عددی شتاب ثابت ، متوسط ، خطی ،        ویلسون و تفاضل محدود مرکزی5برای مقایسه ، از

. استفاده می شود 
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 در فرمول ها مقدار     لازم است:

:شرایط اولیه صفر است 

:روش به شرح زیر بدست می آید 5روابط اصلی 

روش شتاب ثابت ابتدای گام–الف 

نتایج حاصل برای یک ثانیه در جدول اول 
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روش شتاب متوسط–ب 

نتایج حاصل برای یک ثانیه در جدول دوم
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روش شتاب خطی–ج 

نتایج حاصل برای یک ثانیه در جدول سوم
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(i) 
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Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

فرض می کنیم

. از روابط روش که با حروف لاتین در جزئیات آن بود استفاده می شود 

.مقادیر                           را در رابطه        قرار می دهیم 

. از رابطه       محاسبه می شود 

5.1

mckt ,,,,(c)   

iiiii uuupu  305.569.10713.73913.839 1   

ip(d)  

  iiiii uuuuu  2407.266   

(a)  رابطه
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 در نهایت رابطه اخیر را در معادلات         و           قرار داده:

نتایج حاصل برای یک ثانیه در جدول چهارم

  (e)از رابطه
iii uuu  3333.06667.01   

(f) (g)  

 11 05.0   iiii uuuu 

11 00167.000333.01.0   iiiii uuuuu 

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

:مقادیر                     را در رابطه         قرار داده خواهیم داشت 

:روابط          و        

و       صفر,چون در مساله         . برای شروع از رابطه          مقدار         محاسبه می شود 

توجه شود در جداول )نتایج مراحل گام به گام در یک ثانیه در جدول پنجم . است پس         هم صفر است 

(.بجای     از    استفاده شده است

mckt ,,,

11 39.2376.40621.269   iiii uupu

 115   iii uuu

 11 2100   iiii uuuu

1u0u0u0u

1u

in
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 روابط مربوط به محاسبه نتایج دقیق تحت اثر بار نصفSin:

.  باید شرایط اولیه آن در               برآورد شود ( ارتعاش آزاد)برای              

sRad
tT dp
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6.06.02

2

2
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833.0283.6 







6.0t6.0t

به روش عددیSDFارزیابی پاسخ دینامیکی سیستم 

Numerical Evaluation of  Dynamic Response of  SDF

 (میرایی)پاسخ سازه برای حالت بارگذاری

 در رابطه                 قرار داده و                         تعیین می شود.

sRadD /2515.61.01283.61 22  
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 از فرمول             مشتق گرفته و در لحظه               سرعت                         بدست می آید.

:رابطه ارتعاش بصورت زیر است 

.نتایج شتاب متوسط و خطی خوب است ولی شتاب ثابت خوب نیست 

.برای شتاب ثابت باید از        خیلی کوچکتر استفاده شود 

 tu6.0t 6.0 tu

       
     












  6.0cos6.06.0sin
6.06.06.0 tut

uu
etu DD

D

t 


 

t

پایداری و خطاهای محاسباتی در روش های عددی
Stability & Computational Error of  Numerical 

Procedures
ابهای پایداری روش عددی یعنی الگوریتم روش طوری باشد که با تغییر کوچک در گام زمانی        جو

اب در روش های ناپایدار به ازای برخی         ، جوابها اشتباه و خیلی دوراز جو)مساله زیاد تغییر نکند 

(.واقعی خواهد بود

 با بررسی معیار خطا بر حسب        های مختلف برای یک روش عددی ، می توان شرط پایداری را

(.روش های پایدار مشروط–روش های پایدار غیر مشروط )تعیین نمود 

شتاب خطی و تفاضل محدود مرکزی پایدار مشروط–روش عددی شتاب متوسط پایدار غیر مشروط 

t

t

t
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پایداری و خطاهای محاسباتی در روش های عددی
Stability & Computational Error of  Numerical 

Procedures
         در سیستم های معادل یک درجه آزادی ، مساله پایداری روش عددی معمولا مطرح نیست چون

(.به دلیل     کوچک این سیستم ها)بطور محسوسی کوچکتر از حد پایداری خواهد بود 

در سیستم های چند درجه آزادی به دلیل نقش پریودهای مودهای بالاتر ، مناسب و لازم است از روش های 

.غیر مشروط استفاده کنیم 

:خطاهای محاسباتی از چند طریق وارد روش عددی می شود 

– Round–الف  off errorناشی از گرد کردن اعداد تولید شده بوسیله محاسبات تکراری

T

2.0
5

1
 و

....333.0
3

1


t

پایداری و خطاهای محاسباتی در روش های عددی
Stability & Computational Error of  Numerical 

Procedures
لخطای نچشیدگی تولید شده در اثر جایگزینی معادله دیفرانسیPropagated error–ب 

بوسیله تفاضل محدود معادل

تولید شده در اثر بیان           یا            توسط تعداد محدود عبارتTruncation error–ج 

در بسط سری تیلور

، در روش های عددی با توجه به الگوریتم روش. ،        و      ضرایب ثابت که برخی صفر می شوند 

.فقط برخی از سری کلی بالا وجود دارد ، پس خطا خواهیم داشت 

1iu1iu

  
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
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پایداری و خطاهای محاسباتی در روش های عددی
Stability & Computational Error of  Numerical 

Procedures

 بطور کلی در مسائل متعارف رعایت                     پایداری و دقت قابل قبول را باعث می شود.
10

T
t 

تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
 یکیهندسی و فیز: از دو طریق رفتار سیستم ها از حالت خطی به غیر خطی تبدیل می شود

(.کیغیرخطی فیزی)و عدم پیروی اجزاء و مصالح از قانون هوک ( غیر خطی هندسی)تغییر مکانهای بزرگ 

اق دارداساس روش های تحلیل دینامیکی ، صادق بودن قانون جمع آثار قوا بوده است که در رفتار خطی مصد

. و در حال حاضر تنها روش تحلیل دینامیکی برای سیستم های غیر خطی ، روش های عددی می باشد 

ر آب ، که تحلیل د–سازه –اندر کنش خاک : دلایل دیگری برای بکار گیری روش های عددی وجود دارد 

الاکه باعث تحریک مودهای ب( انفجار)میدان فرکانس را ضروری می سازند ، ضربه های خیلی ناگهانی 

.می شود و روش مناسب ، روش عددی است 
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تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
 معادله حرکت ؟سیستم ساده جرم که توسط دو کابل کشیده نگهداشته شده هست ، –مثال

:کشش اولیه در حالت بدون تغییر مکان ریسمان اجزاء سازه از قانون هوک پیروی می کنند  0T

E 

lul  22 تغییر طول کابل


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
l
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A

T
و

l


  umTtpumF   sin2
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تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
 م با معمولا جر. رفتار غیر خطی فیزیکی از متغیر بودن جرم ، میرایی و سختی وارد مساله می شود

از واقعیتزمان تغییر نمیکند و با توجه به عدم قطعیت در تعیین دقیق میرایی ، خطی در نظر داشتن آن دور

.  نخواهد بود 

بنابراین منشاء اصلی رفتار غیر خطی در سیستم های 

متعارف همانا عدم پیروی از قانون هوک در

.اجزاء ومصالح سازه خواهد بود 

:این رفتار توسط مبانی علم تئوری پلاستیسیته تعیین می شود 

تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
 در فاصله زمانی      و            معادله جزئی حاکم:

 سختی سکانتSecant Stiffness  در فاصله گام زمانی به دلیل اینکه         مشخص نمی باشد

ختی اگر فاصله زمانی       کوچک باشد ، می توان از س. نمیباشد نمیتواند بکار رود چون معلوم نیست 

:مماسی       استفاده کرد 

  iisii pfucum  

i1i

    iiis ukf 
sec

1iu

t

Tk
    iTiis ukf 
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ام ثابت بنابراین در الگوریتم روش های عددی قبلی تغییر کلی رخ نمی دهد بلکه فقط مقدار     در هر گ

.خواهد بود( سختی مماسی ابتدای گام)نبوده و مقدار آن برابر     

:در این حالت بیان می شود ( شتاب خطی)برای نمونه کلیات روش نیومارک 
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Analysis of  Nonlinear Response             

:که                            با بکار گیری          در          

:حال اگر        ،           و         را در        قرار دهیم 

در روش نیو مارک u
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 ا و بنابراین ب. پس از تعیین      از رابطه       ، مقدار آن را در        قرار داده و       محاسبه می شود

مقدار شتاب می تواند از رابطه           یا برای. داشتن       و      می توان         و         را تعیین نمود 

:سرشکن کردن خطای سختی مماسی از رابطه تعادل کلی در زمان          تعیین شود 
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Analysis of  Nonlinear Response             
 برج آب با جرم        و میرایی      تحت انفجار قرار می گیرد ، منحنی رفتاری              –مثال

داده شده است ، مطلوبست واکنش برج در لحظه                با روش عددی شتاب متوسط ؟

mcuf s 

sec8.0
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 از الگوریتم روش شتاب متوسط :حل:
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تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
:به نکات زیر توجه شود . جدول مربوط تکمیل می شود 

برای                        ، نیروی            برابر

.می باشد 

  تغییر مکان از0.5به   0.4در فاصله زمانی

(1.5بزرگتر از )می رسد  1.7093به  1.1128

تغییر کند ولی8و      از رابطه خود به مقدار ثابت 

. چون       بزرگ است ، محل و زمان دقیق این تغییر نا مشخص است 

inu 5.1sf

kips8

sf

t
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تحلیل دینامیکی سیستم های غیر خطی                

Analysis of  Nonlinear Response             
 سرعت تغییر علامت داده ،0.6به 0.5در فاصله زمانی ،

یعنی صفر شده سپس تغییر علامت ، بنابراین سختی از صفر باید

ولی( منحنی رو به پایین است Aپس از نقطه )تبدیل شود 8به 

.محل دقیق مشخص نیست

 تغییر می کند و نیروی 8،      به 0.6در گام های بعد از

:ثانیه 0.7فنر در بخش تنزلی منحنی رفتار قرار دارد ، مثلا در 

Tk

kipsufs 2328.53459.08888 

خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 علاوه بر خطاهای رایج روش های عددی ، خطاهای دیگری که مختص حالت غیر خطی است ، بوجود

( :تغییر مکان–در بکار گیری سختی از رابطه و منحنی نیرو )می آید 
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 خطای ناشی از استفاده سختی مماسی ابتدای گام به جای سختی واقعی–الف

 تغییر مکان–تاخیر در آشکار سازی گذاری رابطه نیرو –ب

ود برای کاهش اثر خطاهای حالت ب می توان در محل های تغییر جهت منحنی ، از        کوچکتر استفاده ش

ختی، خطای ناشی از بکار گیری س( کنترل و اعمال توسط کامپیوتر)که معمولا از        استفاده می شود 

.مماسی با بکار گیری روش تکراری در هر گام ، می توان حداقل شود 
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 با توجه به شکل               برای خطای مورد نظر و جهت دسترسی به نقطه        واقعی از طریق

( :به شرح زیر)در یک گام بکار می رود  Iterationنقطه      ، روش تکراری  

رابطه          روش نیومارک شتاب خطی

ی از تغییردر حالت غیر خطی که سختی فنر با افزایش تغییر مکان ، کاهش می یابد ، نیروی فنر معادل ناش

اقیمکان           کمتر از مقداری است که رابطه        ارائه می دهد ، بعنوان نتیجه ، یک نیروی اضافی ب

یرویتغییر مکان اضافی در اثر این ن. می ماند که در شکل ملاحظه می شود و آنرا با           نشان دادهایم 

:باقی مانده بصورت زیر است 

uf s b
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

یابد تا از این تغییر مکان اضافی ، نیروی باقی مانده جدید پیدا شده و مساله به همین ترتیب ادامه می

:مراحل تکرار در یک گام زمانی به شرح زیر است . همگرایی حاصل شود 
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 از رابطه           مشخص است که مرحله تکرار با                         شروع می شود.

ن کلوقتی مراحل تکرار ، همگرا شد یعنی             یا                به اندازه کافی کوچک شد ، تغییر مکا

.نموی از رابطه                              حاصل می شود

شود که نرخ همگرایی می تواند بهتر شود چنانچه بجای سختی مماسی اولیه از جریان مماسی سختی استفاده

. البته بر آورد سختی مماسی جدید مستلزم محاسبات بیشتر است 
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 فتاربرج آب مثال قبل مورد نظر است تحت اثر همان بار گذاری ، منتحی این  بار در منحنی ر–مثال

روش عددی. نیز با دقت بیشتری بررسی شود  Aقسمت انتقال . غیر خطی از روش تکراری استفاده شود 

.شد شتاب متوسط بکار می رود با                  که در مرحله تغییر فاز از       کوچکتر استفاده خواهد 1.0tt
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 ثانیه و مراحل تکرار در قسمت غیر خطی در جدول ارائه شده است 0.8نتایج .

 به شرح زیر خواهد بود 0.4تا 0.3برای نمونه مراحل مربوط به فاصله زمانی:

و
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

 بوسیله عملیات تکراری ، زمان. ثانیه ، سرعت از مثبت به منفی تبدیل می شود 0.7و 0.6بین

.بر می گردد 8ثانیه است ، بعد از این لحظه ، سختی به  0.60339برابر 

 با                            انجام شده است 0.60339و 0.6محاسبات بین .
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خطا در تحلیل غیر خطی دینامیکی سیستم ها

  ثانیه با                             انجام گردید 0.7و 0.60339بطور مشابه محاسبات بین                           .

که بعد از لحظه                         ،  نیروی فنر      در قسمت تنزلی به طرف پائین می افتد طوری

( .  در هر گام زمانی ) نیروی فنر به          کاهش می یابد 

و نیروبا مقایسه نتایج دو جدول در دو مثال اخیر ، ملاحظه می شود اگر در فاصله زمانی که تغییر مکان

درمنحنی رفتار ، غیر خطی است ، از روش تکراری استفاده نشود ،

در اصلاح نتایج و ملحوظ داشتن مساله غیر خطی در محاسبات ، اشتباه قابل توجهی خواهیم داشت.

09661.0t

60339.0tsf

u8

تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 واهد داشت ،دقت فرکانس زاویه ای بستگی به شکل ارتعاشی مفروض خ( انعطاف پذیر)در حالت تقریبی

 صلب :سیستم زیر      tzxtxu ,
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

مختصات شاخصSDF : می تواند چرخش        باشد

تابع تغییر شکل ، چون میله صلب

!یک جرم مشکل است  SDFچون دو جرم متمرکز وجود دارد                سیتم معادل

(انعطاف پذیر)جرم وسختی متغیر :سیستم روبرو 

(اول)فرکانس اصلی –دارای بینهایت درجه آزادی 

 tz

  xx 

تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

بطور تقریبی می توان–در ارتعاش بسیار مهم 

(مود اول)تابع تغییر شکل حالت ارتعاش اصلی 

در نظر گرفت            و در این حالت( فقط)را 

یک مختصات شاخص را انتخاب نمود         ،

.مثلا انتهای تیر طره 

هر دو سیستم حالت تعمیم داده شده دارند چون تغییر مکان هر نقطه با رابطه

. مشخص می شود 

 x

 tz

     tzxtxu ,

 tpzkzczm   
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

  حل معادله  از روش های  متعارف ( علامت ستاره)جرم ، میرایی ، سختی و نیروی تعمیم داده  شده ،

م داده شده امکان پذیر است ، مرحله اصلی تحلیل سیستم جدید تعمیم داده شده ، همانا ارزیابی مشخصات تعمی

.می باشد 

سیستم های صلب سر هم بندی شده–حالت الف 

جود در این نوع سیستم ، اجزاء صلب همراه جرم گسترده و جرم متمرکز و سختی و میرایی متمرکز و

نیوتن دارند که تحت اثر نیروی دینامیکی قرار می گیرند ، برای تشکیل معادله حرکت ، روش قانون دوم

(.ظ شوندنیروهای اینرسی در پیکره آزاد سیستم لحا)مشکل بوده و بهتر است از روش دالامبر استفاده شود 

تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

ود ، نیرویمی ش( بیان)نیروی اینرسی گسترده برای یک جسم صلب با جرم گسترده با دو مولفه جایگزین 

. اینرسی ونتجه کل جرم در مرکز ثقل و ممان اینرسی جسم 

:در سیستم سرهم بندی شده زیر مطلوبست تعیین–مثال 

معادله حرکت-1

فرکانس طبیعی -2

در صد میرایی-3

پاسخ سیستم بدون میرایی تحت اثر ناگهانی نیروی -4

.اصلاح معادله حرکت وقتی نیروی افقی       در میله افقی اثر می کند -5

(.  کمانش)نیروی بحرانی -6

.تغییر مکانها کوچک و مختصات شاخص ، چرخش حول نقطه     در نظر است 

0p

Q

o
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 سیستم صلب :حل–OA وBC بدون جرم-OBدارای

m1جرم گسترده کل 

:لنگر می گیریم Oبا توجه به نیروها ، نسبت به نقطه 
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 از حل معادله حرکت:
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 اگر نیروی افقی      باشد :

:در لنگر گیری 

 نیروی افقی فشاری ، سختی را کاهش می دهد.
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 سیستم های انعطاف پذیر–حالت ب
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  

 (غیر صلب ) سیستم با بینهایت درجه آزادی با سختی و جرم گسترده در حالت مرتعش

دقت مساله بستگی به تابع شکل           دارد که تا چه حدی

و شرایط فیزیکی را ارضاء می نماید( هندسی ) شرایط مرزی 

 حالت کلی:

 کار نیروها برابر صفر:کاربرد اصل کار مجازی
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تحلیل دینامیکی سیستم های معادل یک درجه آزادی تعمیم داده شده     

 ِِ Dynamic Analysis of  Generalized SDF System  
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
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
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:به همین ترتیب ، کار مجازی نیروی اینرسی 
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:کار مجازی نیروهای خارجی
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 با توجه به جهت نیروها و جهت تغییر مکان مجازی و علامت کار ها ، خواهیم داشت:

0z

SDFمعادله حرکت سیستم معادل  tpzkzczm   

     

i
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     

i
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     

i
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     

i

iipdxxxpp 

تعمیم داده شده با تابع SDFجرم ، میرایی ، سختی و نیروی موثر معادل سیستم x
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 ( :انرژی پتانسیل تغییر شکل)برای بیان سختی معادل موثر         از اصول مقاومت مصالح k

( :ممان)انرژی یا کار لنگر 


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    dxu

EI

EI
V

l 2

0

2

2

1
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 انرژی پتانسیل نیرویNدر اثر افت           کم می شود                      علامت منفی

2

2

1
zkV  که    dxxxEIk

l
2

0
  



Ne:سختی هندسی معادل موثر  افت راس برج آب (قائم)نیروی محوری 

:از مقاومت مصالح    
l

dxtxute
0

2 ,
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N

V
l

N ,
2 0

2

 

 te

اگر وزن متغیرپایه مد نظر باشد ، xN
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محاسبه فرکانس زاویه ای معادل موثر 

 
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k
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 در برج آب قبلی             و              در طول ارتفتع ثابت فرض می شود ، مطلوبست–مثال

(.جرم گسترده         ) برآورد            برای توابع مختلف شکل             

اگر از فرمول اولر در پایداری سازه ها استفاده کنیم–الف 
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 اگر شکل ارتعاش برج را سهمی فرض کنیم –ب:

 
2

2

l

x
x 

mlmو 2.0 و
l

EI
k

3

4


m

EI

lmll
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4



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:جواب دقیق از حل سیستم پیوسته 

m
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
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، در حالت ب

ثر است پسیعنی لنگر در طول ارتفاع ثابت است در صورتیکه در انتهای برج صفر و در تکیه گاه حداک

.  تابع مد نظر           یکی از شرایط فیزیکی را ارضاء نکرده و جواب از واقعیت دور است 


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2 2

l
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 در این حالت سعی می شود با ارضاء شرایط مرزی و فیزیکی بیشتر ، به یک تابع شکل–ج

:فرض می کنیم( چند جمله ای)3یک تابع درجه . بهتر دست یابیم 

.چهار ضریب پس چهار شرط لازم است 

:تغییر مکان در تکیه گاه صفر است -1

:ضریب زاویه در تکیه گاه گیردار صفر است -2

:  لنگر در انتهای برج صفر است -3

 x

  dcxbxaxx  23

  000  xu 
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  00  lxu 
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( :مختصات شاخص)همیشه در نقطه شاخص -4      1,  ltztxu 
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بر آورد سختی هندسی و نیروی
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تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for
 (  ارتعاش آزاد)با استفاده از اصل بقای انرژی ، روش ساده برای برآورد      1873در سال

 (سختی و جرم موثر معادل)سیستم جرم وفنر –الف



  tutu sin0

  tutuو cos0 uuو 0max  0max uu 
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تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for

 سیستم با جرم و سختی گسترده بطول –بL

     tzxtxu ,

  tztz sin0 تغییر مکان نقطه شاخص

      0max0 sin, zxutzxtxu  

       0max0 cos, zxutzxtxu  

      0max0 sin, zxutzxtxu  
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Rayleigh’s Method for

     خرج قسمت رایلهRayleigh’ quotient
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تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for
 مطلوبست تعیین         یک تیر ساده خمشی به روش رایله ؟ مود اصلی مد نظر است –مثال.

 الف–

 ب-

 الف–



 
l

xx  sin

  







 1

l

x

l

x
x

  و
l

x
2

2


3

2

0

2

0 2

2

0max

4

2

12

2

1

l

EI
zdx

l
EIzV

l









 



22 October 2014

142

تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for

 ب-

302

1
1

2

1 22

0

2

0

22

0max

ml
zdx

l

x

l

x
mzT

l

 















 

m

EI

l
VT

2maxmax

95.10
 

     
l

x

l
x

l

x

l
x

l

x
x








 sincossin

2

2



 









ll

dx
l

x

l
EIzdx

l

x

l
EIzV

0

2

4

4
2

0

2

0 2

2
2

0max sin
2

1
sin

2

1 

تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for

         پیشنهاد رایله-انتخاب تابع شکل

:تغییر مکان      در اثر اعمال نیروی اینرسی :تشریح حالات 
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Rayleigh’s Method for

 فرض میکنیم شکل تغییر مکان تحت اثر وزن سیستم بوجود می آید :پیشنهاد رایله:

.  اثر کرده و شرایط تکیه گاهی نیز ارضاء می شود ( جرم ) با اینکار پارامتر اصلی 

 اساس روش رایله:

       tzxtxu ,

    tzxxmf I  sin2
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.دقت نتایج بستگی به درستی            دارد  x
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mg

   xuxp  تغییر مکان
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   xxmf I 

تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for

حداکثر انرژی پتانسیل حاصل    
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Rayleigh’s Method for

 داریم ( قاب های برشی ) در حالت سیستم با جرم های متمرکز:
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12

تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for
 ر شکل در فرض رایله ، وزن گسترده یا متمرکز در جهت ارتعاش و بصورتی که باعث تغیی:توجه

.در مود ارتعاشی مورد نظر باشد ، در نظر گرفته می شود 

:رعایت شرایط مرزی و سازگاری و شکل ارتعاش 
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تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for
 مثال:

مطلوبست تعیین       اصلی

سیستم سه جرمی روبرو؟



تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for
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تعیین فرکانس زاویه ای بوسیله روش رایله          

Rayleigh’s Method for

 

 

m
k
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k
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m
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روش رایله اصلاح شده

 یک روش ساده با تکرار مراحل(Iteration) و مناسب برای ساختمانهای برشی

 فرض تغییر مکان اولیه برای شکل ارتعاشی یا محاسبه آن از طریق اعمال وزن سازه:
  txu ,0

یا

یا

   
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
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روش رایله اصلاح شده

 نیرویی که باعث ایجاد تغییر مکان           می شود.

ل جدیدتحت اثر نیروی اخیر ، تغییر مکان جدید را محاسبه می کنیم             و سپس انرژی پتانسی

   00

iii ukp  0u

2ii mk 
   020

iii ump 

 1

iu

     dxupV  101
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1
یا

    10

2

1
ii up

   
01

0

max

1

max RTV  معلوم

روش رایله اصلاح شده

 اگر انرژی جنبشی جدید را نیز از طریق تغییر مکان جدید          محاسبه کنیم  :
 1u

      dxuxmT
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11

max
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1
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1

max VT  11R معلوم

   121

iii ump 

به همین ترتیب

ادامه
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روش رایله اصلاح شده

 مثال:
مطلوبست تعیین قاب 

سه  طبقه  به روش

رایله اصلاح شده؟

(سقف ها صلب ) 

روش رایله اصلاح شده
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روش رایله اصلاح شده

 برش طبقات:

   020

iii ump 

  20

1 200p و
  20
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2

1 200F

و

2
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و

2
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روش رایله اصلاح شده

        محاسبه  :  1
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روش رایله اصلاح شده

 برای دقت بیشتر می توان. جوابها به سمت همگرایی میل می کند
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 طبقهساختمانهای چند) مدل شوند ( در یک یا چند نقطه ) اکثر سازه ها می توانند بصورت جرم متمرکز

( .  با کف صلب و ساختمان هایی با اجزاء تیر و ستون با جرم نا چیز 

 بخش بزرگی از درس به تجزیه و تحلیل این نوع مدل ها پرداخته و می پردازد ، به دو دلیل:

بویژه اول اینکه چنین مدل هایی بصورت بسیار مناسب و موثر رفتار دینامیکی سازه را بیان می دارد

ساختمانهای چند طبقه و

ه هادوم اینکه روش های محاسباتی با کامپیوتر جهت حل معادلات دیفرانسیل معمولی حرکت این ساز

.  به تعداد زیاد موجود است 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

ازهبا این حال برای  برخی  سازه ها  با  جرم و سختی  گسترده  نظیر دودکش ها ، سدهای قوسی  و  س

. ک گرفت روش فوق مناسب نیست و باید از روش تحلیل سیستم های پیوسته کم...... راکتورهای هستهای و 

ی شود در این بخش به مسائل یک بعدی با جرم گسترده  نظیر تیرها و برج ها و تحلیل آنها پرداخته م.

 برای نیروی اعمالی بصورت زیر بیان می شود(  حالت بدون میرایی)معادله حرکت:

دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

، یک تیر مستقیم با ارتعاش جانبی وبا شرایط تکیه گاهی خود

:از تعادل نیروها در جهت قائم داریم 

در رابطه روبرو ، اگر نیروی اینرسی نبود ، رابطه کلاسیک

.  بین برش و نیروی گسترده در تیرهای تحت بار گسترده حاصل می شد 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 یم ،به شتاب زاویه ای جزء صرفنظر کن( وابسته ) در مقاومت مصالح اگر از لنگر اینرسی مرتبط

از تعادل چرخشی المان رابطه استاندارد روبرو را داریم 

:باز هم در مقاومت مصالح اگر از تغییر شکل های برشی صرفنظر کنیم ، داریم 

( ارتعاش ) اگر روابط          و          را در رابط          قرار دهیم ، معادله حاکم بر تغییر مکان 

:  جانبی                تیر حاصل می شود 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

م برای حل معادله نیاز به دو شرط مرزی در هر یک از انتهای تیر و تغییر مکان و سرعت اولیه داری .

برای سادگی: مهمترین بخش حل معادله ، مرحله ارتعاش آزاد آن است 

: برای حل فرض می کنیم پاسخ بصورت روبرو باشد 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

           با بکار گیری روابط           در:         0


 xtq
m

EI
tqx 

        0 tqx
m

EI
tqx IV

 
 

 
 

2








x

x

m

EI

tq

tq IV

مقدار ثابت

دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 رابطه کلاسیک ارتعاش آزاد بدون میرایی:

 از معادله          به ازای هر     با توجه به شرایط اولیه ، تابع         مشخص خواهد شد:
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

برای حل معادله

دایتبا اعمال شرایط مرزی در تکیه گاه ها به معادلاتی مثلثاتی خواهیم رسید که ما را به بینهایت      ه

( .سیستم پیوسته پس بینهایت درجه آزادی ) خواهد کرد 

    044  sxsx ecsecx 

1044 s  iوs  

  xxxixi eAeAeAeAx    4321

      xBxBxBxBx  sincossinhcosh 4321 

یا



دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 بنابراین جواب ارتعاش آزاد جمع کلیه جوابها خواهد بود:

 با توجه به شرایط تکیه گاهی و شرایط فیزیکی در انتهای آزاد تیرها:
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 کیه گاه در ت–در تکیه گاه گیردار ، تغییر مکان و شیب صفر –در انتهای آزاد ، لنگر و برش صفر

:غلتکی ، تغییر مکان و لنگر صفر پس در هر انتها به هر حال دو شرط مرزی خواهیم داشت 

 روش ساده شده:shوch  sinhcosh

         VxxshSSxxch   sincos

         SxxchTTxxsh   cossin

         TxxshUUxxch   sincos

         UxxchVVxxsh   cossin

دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 رابطه           را بصورت روبرو می نویسیم:

با توجه به شرایط مرزی و استفاده از روابط ساده بین ضرایب                                  می توان

.این ضرایب را محاسبه نمود 

  VCUCTCSCx 4321 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity

 طره پیوسته همگن؟( ستون)مطلوبست برآورد فرکانس های طبیعی یک تیر –مثال
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
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d 
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021از شرایط مرزی بالا CCو
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
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نمی توانند صفر باشند چون در آنصورت ارتعاشی وجود نخواهد داشت پس دترمینان

:ماتریس ضرایب صفر است ، از آنجا داریم 

34CوC
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 از روش ساده امکان حل معادله بالا وجود ندارد پس به کمک روش عددی حل شده و داریم:
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
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 قرار دهیم و از ( درس)          و آنرا در رابطه ( رابطه          ) اگر      را بر حسب      بنویسیم

:روابط بین ضرایب در شرایط مرزی کمک بگیریم ، تابع               بصورت زیر خواهد بود 
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
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 مطلوبست تعیین فرکانس ها و شکل تغییر مکانی ارتعاش آزاد یک تیر ساده –مثال.

. در دو انته با توجه به تکیه گاه ها ، تغییر مکان و لنگر صفر است 

    00000 13  BBu 

دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
Systems with Distributed Mass and Elasticity
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دهمعادلات سیستم های پیوسته با جرم و سختی گستر
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                  اگر              داریم                    که معنی ندارد پس

از جمع دو رابطه اخیر  02 lshB در اینحالت lsh نمی تواند صفر شود

02چون        صفر میشود که در ارتعاش بی معنی است پس B  0sin4 lB 
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رابطه ارتعاش آزاد سیستم بر اساس تئوری تیر 
تیموشنکو  

ظ شود اگر از لنگر اینرسی چرخشی تیر صرفنظر نشود و تغییر شکل حاصل از تنش برشی ملحو

:، معادله ارتعاش آزاد بصورت زیر در می آید ( تئوری تیر تیموشنکو)

مدول ارتجاعی برشی ،                  شعاع ژیراسیون مقطع ،        سطح مقطع و       ضریب

طیلی وکه مثلا برابر       در مقطع مست( مربوط به غیر یکنواخت بودن تنش برشی در مقطع)شکل مقطع 

( .  مقاومت مصالح)در مقطع دایروی است 
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رابطه تعامد مودال در سیستم های پیوسته            

Modal Orthogonality
در این بخش خاصیت عمود بودن مودهای ارتعاش آزاد در سیستم های پیوسته ملاحظه می شود ، برای

ستفاده سهولت بیان از یک تیر یک دهانه با انتهای مفصلی ، گیردار یا آزاد و بدون جرم متمرکز در انتها ا

م بازنویسییرای مود     ا( معادله دیفرانسیل تفکیک شده تابع شکلی      )میشود ، برای شروع رابطه          

می شود 

طرفین را در            ضرب نموده و از صفر تا     انتگرال می گیریم:
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رابطه تعامد مودال در سیستم های پیوسته            

Modal Orthogonality
 ( :روش های انتگرال گیری ) طرف چپ را بصورت بخش بخش انتگرال می گیریم

                اانتهای تیر بصورت آزاد ، ساده ی) به سادگی ملاحظه می شود ، مقادیر داخل آکولادها در

د داریم       برابر صفر هستند ، زیرا اگر گیر دار باشد داریم              و               و اگر ساده باش( گیر دار 

و به دلیل لنگر صفر               و اگر آزاد باشد ، لنگر و برش صفر پس               و
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رابطه تعامد مودال در سیستم های پیوسته            

Modal Orthogonality
 در این مرحله مقدار       را در        قرار می دهیم:

  اینک مجددا از ابتدا شروع کرده و رابطه           را برای مود    ام می نویسیم و طرفین را در

: ضرب کرده و از صفر تا     انتگرال می گیریم که مشابه حالت قبل خواهیم داشت 

:رابطه         را از رابطه          تفریق می کنیم 
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رابطه تعامد مودال در سیستم های پیوسته            

Modal Orthogonality
 در نتیجه با توجه                خواهیم داشت:

با استفاده از رابطه           دررابطه         داریم:

 روابط           و          روابط تعامد مودها نامیده می شوند .
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  (.رابطه          ) حرکت سیستم پیوسته را می نویسیم ( معادله)رابطه

  (نشواک)اگر سیستم را برای حالت ارتعاش آزاد حل کرده باشیم و          و          معلوم باشند جواب

( :  رابطه         ) بصورت روبرو خواهد بود 

.  ترکیب خطی مودها که در حقیقت جمع جوابهای حاصل از معادله دیفرانسیل است 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  ترم     ام در سری  بالا مقدار مشارکت)بنابراین ، پاسخ             از جمع آثار هر یک از مودهاست

(.مود    ام در کل پاسخ است( تاثیر)

 البته مجهول اصلی. را مود و      را مختصات مودال می  نامند که مجهول است

:را در معادله         قرار می دهیم ( رابطه          ) جواب مفروض . است 

 اینک هر ترم را در          ضرب و در طول تیر انتگرال می گیریم:

 txu ,r

r

q txu ,

              txptqxxEItqxxm
r

rrrr

r

,
11













 

 xn

تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response

 همه ترم ها در ترکیب عبارات سمت چپ( روابط         و          ) با توجه به خاصیت تعامد مود ها

:برابر صفر است بجز ترم مربوط             که خواهیم داشت 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response
 که به صورت ساده روبرو می نویسیم:

 با توجه به روابط بخش خاصیت تعامد مودها:
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  و          عبارت از جرم و سختی تعمیم داده شده(generalized)  برای مود     ام می باشد

که رابطه کلی فرکانس میان آنها بر قرار است

رابطه اخیر با نوشتن معادله          برای مود     ام  و ضرب طرفین رابطه در           و انتگرال

.بدست مآید ( روابط           ) گیری ازصفر تا    و استفاده از بیان       و          

 معادله          یک معادله دیفرانسیل معمولی است. نیروی تعمیم داده شده برای مود    ام است

.و فقط به مود    ام یعنی            ارتباط دارد ( SDFمشابه   ) که مجهول آن           می باشد 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  قیقت در ح. بنابراین می توانیم بینهایت معادله مشابه معادله         برای هر یک از مودها داشته باشیم

بود و مجهول آن             است تبدیلPartialکه بصورت  ( معادله          ) معادله معادله دیفرانسیل اولیه 

با مجهول            می شود و بصورت مجزا و ( رابطه           ) به بینهایت معادله دیفرانسیل معمولی 

(.با توجه به نوع بار گذاری                ) کلاسیک قابل حل می باشند 

  ا می توان میزان مشارکت مود   ام در تغییر مکان               ر( مود     ام ) وقتی           معلوم باشد

:بصورت زیر بدست آورد 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response کل تغییر مکان از جمع آثار هر یک از مودها حاصل می شود

زیر لنگر خمشی و نیروی برشی در هر مقطع از تیر ناشی از تغییر مکان نقطه در لحظه    بصورت

:می باشد 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  کان و تغییر م)مطلوبست واکنش تیر . یک تیر ساده تحت بار گذاری داده شده مد نظر است –مثال

وقتی که حالت خاص. وقتی که نیروی متمرکز در فاصله     از تکیه گاه سمت چپ اثر می کند ( لنگر خمشی

.نیرو در وسط دهانه اثر می کند 



تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response
 قبلا ارتعاش آزاد تیر ساده را تحلیل نموده بودیم:

 مقدار            را در روابط          قرار می دهیم: 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response
معادله مودال    ام

 قبلا حل یک سیستمSDF در بار گذاری پله ای(step) ملاحظه شده بود فقط پارامتر         به

:و                                  حداکثر ، خواهد بود 

، رابطه          را در معادله         قرار داده و توجه شود که            از رابطه         معلوم است

.پس              بدست می آید 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response
          در حالت خاص           ، مقدار را در معادله         قرار می دهیم سپس در رابطه:
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response  مقدار    را در    قرار داده:

تغییر مکان در وسط تیر:

ضرایب                                         و بقیه در مخرج کسر نشان می دهد که مشارکت و تاثیر مود

. اول تعیین کننده است و سری سریعا همگرا می شود 
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response
لنگر خمشی از قرار دادن رابطه        در        بدست میآید:

 لنگر خمشی در وسط دهانه:
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تحلیل دینامیکی سیستم پیوسته به روش مودال        
Modal Analysis of  Forced Dynamic 

Response ه در مجموعه اخیر با توجه به      در مخرج کسر ، همگرایی کند است البته نسبت به رابطه          ک

استمودهای بالاتر در نیرو بیشتر( تاثیر ) از این مطلب در می یابیم که مشارکت . در مخرج      را دارد 

. نسبت به تغییر مکان 

ملتوضیح مختصر در خصوص مشکلات تحلیل سیستم های پیوسته در ع

در ارضاء مشکل شرایط مرزی-مشکل متغیر بودن           و             در روابط و انتگرال گیری مشکل  

گره های ارتباطی تیر و ستون در قابها–( امکان پذیر ولی پیچیده و طولانی ) تیرهای سرتاسری 

2n

4n

 xm xEI

اصول تحلیل دینامیکی در حوزه فرکانس
Dynamic Analysis in the Frequency Domain

 به چند دلیل ، تحلیل در حوزه فرکانسی بر تحلیل در حوزه زمانی ترجیح دارد  :

در بار گذاری زلزله . (FFT–طیف طرح –مشکل انتگرال دوهامل –تابع غیر مشخص ) 1

اندر کنش خاک و سازه . (امپدانس خاک–FE ،BE–مدل سازی خاک )2

پدیده های تصادفی . (تحلیل ریسک –ارتعاشات تصادفی –آمار و احتمالات ) 3
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اصول تحلیل دینامیکی در حوزه فرکانس
Dynamic Analysis in the Frequency Domain

 (پریودیک ) شکل نمایی سری فوریه برای بار گذاری دینامیکی
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اصول تحلیل دینامیکی در حوزه فرکانس
Dynamic Analysis in the Frequency Domain

ضرایب         مجهول است و مانند

.ضرایب        و       باید معلوم شوند 
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اصول تحلیل دینامیکی در حوزه فرکانس
Dynamic Analysis in the Frequency Domain

خاصیت تعامد توابع اکسپونانسیل

با توجه به خاصیت تعامد ، طرفین رابطه         را در عبارت              ضرب و از صفر تا

:انتگرال می گیریم 
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در حوزه فرکانس   SDF تحلیل سیستم

 برای سهولت ، جزئیات برای            ارائه می شود –از جواب گذرا صرفنظر می شود:

 ود پس برای سهولت بیشتر در انتها در نظر گرفته می ش( فاکتور)چون      ضریب و ثابت است
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در حوزه فرکانس   SDF تحلیل سیستم
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در حوزه فرکانس   SDF تحلیل سیستم

        در حالت کلی:

ابعبنابراین در حالت کلی با توجه به فاکتور ثابت       در تابع نیرو و ترکیب بار از جملات ت

:اکسپونانسیل ، جواب معادله مورد نظر بصورت زیر خواهد بود 

.  رفتار سازه باید خطی باشد 
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم

 ( . امواج تکی–زلزله ) نیروهایی که تابع آنها شکل خاصی ندارد و پریودیک نمی باشند

 یک نیروی پریودیک با زمان تناوب    :فرض

تغییر متغیر زمان به فرکانس

 برای حل معادله دیفرانسیل تعادل دینامیکی از

:  تغییر متغیر استفاده می شود ، چند تعریف 
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم

 برای یافتن عبارت            ، طرفین عبارت                                                را که از قبل

:داشتیم در       ضرب می کنیم 

 ی ازبود ، حالا بصورت متغیر پیوسته ا( نقطه ای ) که به ازای    های مختلف دارای مقدار منفرد

ه آن  در ضمن شکل بیانی           که بصورت        بود ، به شکل انتگرال در می آید که ب. در می آید 

:  انتگرال فوریه می گویند 
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم

                         که در این انتگرال فوریه مقدار

 دو رابطه  اخیر        و        را زوج تبدیل فوریه گویند.

 را تبدیل فوریه         و         را تبدیل معکوس فوریه              می نامند .

زیکی نظیر شرط لازم وجودی تبدیل فوریه آن است که                    موجود باشد که البته اکثر توابع فی

.نیروها چنین خصوصیتی را دارند 

 خلاصه نتایج روش برای متغیر فرکانس                  بصورت زیر می شود:
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم

 یا بصورت دیگر:
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تبدیل فوریه  –در بار گذاری غیر تناوبی  SDF تحلیل سیستم

 تعیین انتگرال اخیر احتیاج به محاسبه انتگرال مرزی در صفحه مختلط دارد.

 برنامهFREQ-RESP در حالت زلزله برای انتگرال ها از روش عددی–در کتاب

 (زلزله ) کاربرد مطالب در تهیه طیف فوریه بار گذاری.......

 tp  fp
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
 (قاب برشی دو طبقه ) سیستم ساده

برای سادگی فرض می شود تیرها و کف صلب

. هستند 

از تغییر شکل محوری تیرها و ستون ها و از اثر

.نیروی محوری در سختی ستون ها صرفنظر می شود

 رفتار خطی است  .

سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
تعداد درجات آزادی مستقل برابر دو است

 قانون دوم نیوتن برای حرکت هر یک از جرم ها :
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of

 معادله برداری حرکتMDF:

ه       که نیروی سختی         بستگی به بردار تغییر مکان طبقات          دارد ، سختی جانبی هر طبق

:بستگی به برش طبقه      داشته و رابط بین آن و تغییر مکان طبقه است 

  باشد برابر سختی جانبی کل ستونهای طبقه می( درقاب برشی ) و سختی هر طبقه  :
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
 ز از طبقه بالا و          ا:          نیروی سختی موثر در سقف طبقه اول از دو بخش تشکیل می شود

:طبقه پائین 

توجه شود که         و        هر دو

:پس . بیان کننده برش در طبقه دوم هستند پس در مقدار مساوی ولی مختلف العلامت می باشند 
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of

ین میراییبطور مشابه می توان برای نیروی میرایی نیز اقدام نمود که البته به دلیل مسائل مطرح در تعی

. در عمل ، معمولا بصورت در صد میرایی و در معادلات تفکیک شده اعمال می گردد 

وده در نهایت معادله حرکت بصورت معادله دیفرانسیل برداری نوشته می شود که مجهولات     و        ب

.که بنابراین معادله باید بصورت همزمان حل شود ( coupled)و معادله بصورت وابسنه است 
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
 مدول الاستیسیته مطلوبست تعیین معادله حرکت قاب برشی زیر ؟ –مثالE
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
 ( . قانون دوم نیوتن ) با استفاده از مدل جرم متمرکز ، ماتریس جرم همیشه قطری خواهد بود

د ، البته دربرای تشکیل ماتریس سختی ، چگونگی استفاده از سختی طبقه در سازه های برشی ملاحظه ش

رس ، اشاراتی حالت کلی از ضرایب سختی برای تشکیل ماتریس سختی استفاده می شود که در ابتدای شروع د

:، یاد آوری خلاصه ( جلسات اول درس دینامیک سازه ها)به آنها شد 

ه نیرو در درجه آزادی      وقتی تغییر مکان واحد در    اعمال می شود و سایر       درجات آزادی گرفت

.  شده است ( قفل ) 
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ijk

سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of
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تغییر مکان نسبی
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سیستم های چند درجه آزادی
Freedom Systems (MDF)Multi Degree 

of

 جزئیات تشکیل ماتریس سختی در دروس تحلیل سازه ها تشریح می شود.
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 شبکه بندی ، عناصر انتخابی ، گره ها ، توابع شکلی :اساس(shape function)

  چند جمله ای هرمیتی یا لاگرانژی .....( صفحه یا ) با توجه به حالت بار گذاری......

 ارضاء شرایط تغییر شکلی مورد نظر در المان مورد بررسی :خواص چند جمله ای ها

جزئیات روش اجزاء محدود در درس مربوط بوده و اینجا فقط به نحوه تعیین           و

. پرداخته می شود 

 x

ijkijm



22 October 2014

183

طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 در حالت کلی تغییر مکان یک نقطه از تیر بصورت زیر خواهد بود:

 برای تعیین ضرایب می توان از روش تعادل ، انرژی ، کار مجازی استفاده کرد  .

 اینجا کار مجازی:

تساوی کار نیروهای خارجی با نیروهای داخلی در یک تغییر مکان مجازی

نیروی قائم ایجاد شده در گره     بر اثر چرخش. برای نمونه جزئیات مراتب برای ضریب       ارائه می شود

.واحد در همان نقطه

        432211 uxuxuxxu  

13ka

طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 در تیر چرخش واحد در     اعمال شده و یک تغییر مکان قائم مجازی در     در نظر می گیریم .

 تساوی کار نیروهای داخلی با کار نیروهای خارجی
IE WWk 13

a a
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

انهای در این حالت کار خارجی فقط توسط مولفه قائم نیرو در نقطه      انجام می شود زیرا تغییر مک

.  مجازی در گره های دیگر صفر است 

، کار مجازی داخلی توسط لنگرهای داخلی ناشی از            بر روی انحناهای مجازی انجام می شود

 انحناء و                      مقدار چرخش است ، :در یک تیر تحت خمش

.  کار مربوطه می باشد 
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 مقدار انحناهای مجازی با صرفنظر کردن

:از اثرات ناشی از تغییر شکل برشی عبارت از

در حالت مورد نظر در اینجا ، تغییر

:مکان مجازی         می باشد  u
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 لنگر داخلی ناشی از چرخش            با توجه  به
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طریقه تعیین ضرایب ماتریس های سختی و جرم با استفاده از
اصول اجزاء محدود

 در حالت کلی ضرایب سختی مربوط به خمش تیر:

م داشت در حالت کلی با تعیین ضرایب دیگر ماتریس سختی به روش فوق برای تیر مورد نظر خواهی:

ماتریس کل یک سازه از سر هم بندی ماتریس اجزاء
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(پر)تعیین ضرایب ماتریس جرم سازگار 
Consistent Mass Matrix                              

 (تساوی کارهای داخلی و خارجی ) مشابه حالت         عمل می شود

 برای نمونه          مد نظر است .

ijk

13m

(پر)تعیین ضرایب ماتریس جرم سازگار 
Consistent Mass Matrix                              

 اگر تیر تحت اثر شتاب زاویه ای واحد در انتهای چپ قرار گیرد:

 شتابهائی در طول تیر ایجاد می شود :

 مقاوم در برابر این شتاب ( طبق اصل دالامبر)نیروی اینرسی:

13  au (بقیه صفر)

  44332211 uuuuxu  

    000 33  uxxu        33 uxxu  

          33 uxxmxuxmxf I
 



22 October 2014

188

(پر)تعیین ضرایب ماتریس جرم سازگار 
Consistent Mass Matrix                              

می شوند ضرایب تاثیر جرم مربوط به این شتاب به عنوان نیروهای اینرسی گره ای ناشی از آن تعریف .

وند این نیروها به کمک اصل تغییر مکانهای مجازی از نیروی اینرسی گسترده معادله محاسبه می ش .

جی    مثلا با ایجاد تغییر مکان مجازی قائم و مساوی قرار دادن کار انجام شده توسط نیروی گره ای خار

شوندبا کار انجام شده توسط نیروهای اینرسی گسترده             ، نیروی قائم در انتهای چپ محاسبه می

( :همان        ) 
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(پر)تعیین ضرایب ماتریس جرم سازگار 
Consistent Mass Matrix                              

رت زیر با تعیین سایر ضرایب از توابع شکلی خود در نهایت ماتریس جرم سازگار المان تیری بصو:

برای ماتریس میرایی نیز بطور

:مشابه می توان عمل کرد

، می باشد،ولی مشکل ارزیابی         که بیانگر مشخصه استهلاک ویسکوز پیوسته برای هر المان است

.  در عمل اثر میرایی بصورت درصد میرایی در معاملات نهایی در نظر گرفته می شود 
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بردار بارگذاری 

سادهبرای تعیین بردار بارگذاری مربوط به درجات آزادی مربوط ، ساده ترین روش استفاده از اصول

ته میتواناستاتیک است که بار بین گره ها را بطور ساده به درجات آزادی گره ها تقسیم و انتقال می دهد ، الب

اده از اصل کاراز بارهای گره ای سازگار نیز استفاده کرد ، مثلا تعیین نیروی سازگار متناظر با      با استف

:نتیجه : مجازی 

1u

     dxxtxptp
l

1
0

1 , 

     dxxtxptp i

l

i  0
,

:در حالت کلی

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
 معادله حرکت در حالت کلی:

 اگر تعداد درجات آزادیN باشد پسN معادله دیفرانسیل هموژن وابستهcoupled  خواهیم داشت.

 ماتریس میرایی( تعیین)حل معادله ارتعاش آزاد با میرایی امکان پذیر است ولی مستلزم داشتن

. می باشیم 

 جواب معادله بصورت روبرو در نظر گرفته می شود:

           tpukucum  

       0 ukum  معادله ارتعاش آزاد بدون میرایی

 c

     ii tqtu 
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
شود بردار تغییر شکل که وابسته به زمان نمی باشد و متغیر زمان با تابع          وارد مساله می:

 ضرایب ثابت که از شرایط اولیه بدست می آید.

 در معادله         (          جواب)رابطه . توجه شود که                      مجهول هستند:

 i tqi

     tDtBtAtq iiiiiii sinsincos

ii AوB

      tBtAtu iiii  sincos 

  ii و 

          02  tqkm iiii 

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF  پس:

       مقادیر مشخصه ،: ریشه های معادله مشخصه یعنیEigen Values  فرکانس زاویه ای از ،

ادیرالبته مقادیر نسبی دامنه حرکت و نه مق) رابطه        می توان بردار       را به ازای       ها بدست آورد 

(. مطلق آنها

  0tqi        02  ii mk  یا

     iii mk  2

معادله مشخصه:      0det 2  mk i    0iپس:

 2

i بر حسب Nچند جمله ای مرتبه   i Ni 1 تا معلوم

i

 ii
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
، بردار مود طبیعی ، شکل مود ارتعاشEigen Vectors ، بردار مشخصه......

 



























Ni

i

i

i









:
:

2

1

 ......321 

ترتیب شماره گذاری فرکانس ها و پریودها

.......21 TT

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF  مطلوبست تعیین فرکانس زاویه ای –مثال

و مود شکل های سیستم زیر؟

 ماتریس)ابتدا باید معادله حرکت نوشته شود

(:سختی و جرم

 اعمال)از روش ماتریس نرمی استفاده می شود

نیروی واحد و محاسبه تغییر مکانهای حاصل در 

: از تحلیل سازه ( درجات آزادی



22 October 2014

192

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
ماتریس نرمی  


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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
2برای سادگی

4
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

EI

ml
     



















2165

52

7

48
3

2

l

EI
mk

0
2165

52
det 
















 07202 2  

36319.01و   6368.92

42

41

2580.16

15623.3

ml

EI

ml

I  ٍ











22 October 2014

193

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF        02  ii mk 

     


















0

00.1

2

2

1

i

mk


 3274.021 

     


















0

00.1

2
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i

mk
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

5274.122   ,
3274.0

0000.1
1



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





 











5274.1

0000.1
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF  در قاب سه طبقه داده شده مطلوبست تعیین        و          ؟–مثالi i

 2111 uukfS 

   2113222 uukuukfS   322333 uukukfS 
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF

0,1 321  uuu 0,1 312  uuu 0,1 213  uuu

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
  kو
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
 025.75.5دترمینان ماتریس اخیر صفر 23  iii 

351.01و  61.12و  54.33 

2102و

1  9662و

2  21242

3 

sRadو /5.141  1.312و  1.463 

        02  ii mk 

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
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ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
 351.01






























0

1

3.42

2475.2

31

21



 









300.0

644.0

31

21




 61.12 601.022و  676.032 

 54.33 57.223و  47.233 

ارتعاش آزاد سیستم های چند درجه آزادی

Free Vibration of  

MDF
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خاصیت تعامد مودها
Orthogonality of  

Modes 
 معادله مشخصه                                          را برای مود شماره    می نویسیم:

 طرفین رابطه را در           ضرب می کنیم:

 حال معادله را برای مودS ام می نویسیم:

       02  ii mk r

       02  rrr mk 

 T

S

          02  r

T

Srr

T

S mk 

       02  SSS mk 

خاصیت تعامد مودها
Orthogonality of  

Modes 
 طرفین رابطه را در         ضرب می کنیم:

           چون                      متقارن است ، رابطه

 T

r

          02  S

T

rSS

T

r mk 

          02  r

T

SSr

T

S mk 

   kوm

رابطهرابطه       022  r

T

SrS m  

     0r

T

S k      mو r

T

S 0

رابطه تعامد مودها نسبت به ماتریس سختی و جرم

-
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مقیاس کردن مودها
Normalization of  Modes

 یاس با تقسیم مولفه های بردار مود بر بزرگترین عدد آنها ، بردار مود           به عدد یک مق–الف

.می شود 

مقیاس نمودن بر حسب ماتریس جرم به نحویکه-ب

 i

   
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مقیاس کردن مودها
Normalization of  Modes

        N ...., 21
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(فرکانس ها ) ماتریس مقادیر مشخصه 

ماتریس مودال
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مقیاس کردن مودها
Normalization of  Modes

     2.3601
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در مثال قبل

تحلیل دینامیکی سیستم های چند درجه آزادی به روش مودال

Modal Analysis

از تحلیل ارتعاش آزاد مقادیر     و        معلوم است

 تغییر متغیر از مجهول فیزیکی         به مجهول مودال:

           tpukucum  

i i Ni 1 تا

 u

    qu 

      
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ii tqtu
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

              tpqkqcqm  
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تحلیل دینامیکی سیستم های چند درجه آزادی به روش مودال

Modal Analysis
 طرفین رابطه را در         ضرب می کنیم:  T
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 برای در نظر گرفتن میرایی معمولا با روش رایله عمل می شود:

 بنابراین خاصیت تعامد مودها نسبت به ماتریس میرایی نیز بر قرار می شود:

در نهایت:
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با توجه به روابط بین جرم ، سختی و میرایی

مودهای اولیه مهم است ، می توان چند مود اول را در نظر گرفت
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Modal Analysis

 مطلوبست تحلیل آن ؟. یک سازه دو درجه آزادی بصورت زیر مدل شده است –مثال

kو 1000 5.0m

%2 .واحدها هماهنگ است 
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